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1. Cinematica

Consideramos en este apartado la cinematica de los movimientos de aceleracion constante.
Estos engloban a la mayor parte de los movimientos que suelen representarse, y cuyas
ecuaciones vienen dadas por:

1
i({x(t) =Xy + Vg, t +§axt2
1
?(t)=?0+f70t+5&t2 . Uy (6) = Vo +ayt
- - - 1
v(t) = ¥y + dt i y(©) = yo + voyt +ant2

k v, (t) = vy, +ay,t

Estas ecuaciones representan la velocidad y la posicién de una particula para cada momento
de tiempo. Habitualmente nos encontraremos con tiros en la atmosfera terrestre. En ese caso, la
aceleracion en el eje x, a, = 0, y la aceleracion en el eje y, a, = —g = —9.81, la aceleracion
de la gravedad. Esto es, se tiene un movimiento uniforme en el eje x y un movimiento
uniformemente acelerado en el eje y:

({x(t) = Xg + Vgt

> > S 1.) I 17;vc(t)=170x
7(t) =7, +170t+§at2 N 4

1
| y(t) = yo + vyt _Egtz

v(t) = vy + at
v, (&) = vo, — gt

No obstante, puede que haya algin problema en que esto no ocurra. Veremos algin ejemplo
mas adelante.

La forma de resolver estos problemas se basa en los siguientes pasos:

Esquematizar el problema

Escoger un sistema de referencia apropiado

Escribir las ecuaciones generales

Sustituir los valores iniciales conocidos: xg, Yo, Vox, Voy, Ax Y Gy
Analizar qué ocurre en las situaciones que nos propone el problema.

ok wwpnpE

Veamos un ejemplo basico:
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Ejemplo 1.1. Se dispara un proyectil con una velocidad de 20m/s desde el suelo, con un
angulo de 30 grados sobre la horizontal. Calcular:

a) La altura méxima que alcanza.

b) El tiempo que tarda en caer al suelo.
c) Elalcance (lugar donde cae)

d) La velocidad cuando llega al suelo.

El primer paso, como se ha dicho, es hacer un esquema del problema:

-

Vo

Rre
v

En el esquema se indica el sistema de referencia utilizado con unas flechas, dando por hecho
que el eje positivo del eje y es hacia arriba, y el del eje x es hacia la derecha. El siguiente
problema al que nos enfrentamos (comun a casi todos los problemas) es que no tenemos las
componentes vy, Yy vo, de la velocidad, pero si el vector 7, y el angulo que forman. Para
obtener las componentes, utilizamos trigonometria:

[o}

oy
En el esquema anterior, vemos que vy = Uy, + Vy,,. Pero lo mas importante es que podemos
hallar cada una de las componentes, sin mas que hacer:

Vox
c0s30 = — = vy, = vycos30
Vo

on
sen30 = — = vy, = vysen30
Vo

Ya tenemos las condiciones iniciales. La posicion inicial, tanto de x como de y ser& cero (por
donde hemos escogido el sistema de referencia). Las velocidades iniciales acabamos de
hallarlas, y la aceleracion solo existira en el eje y, que sera la de la gravedad. Las ecuaciones
generales quedaran como:

1
.( x(t) = xg + Vot +§a"t2 ({x(t) = vycos30t ((x(0) = 10v3 ¢
| vy () = vy + ayt | v, () = vycos30 |{ 103
x 0x x . N { 1 . 4 v, (t) =
90 = yo +vo,t +=a,62 |V = vosen30t —29.8¢ |{y(t) = 10t — 4.9t
y y
| 2 \ v, () = vosen30 — 9.81t N v, (t) =10 —9.81t

k v, (t) = vy, +a,t
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Ahora, con estas ecuaciones, podemos hacer el resto del problema.

a)

b)

d)

Victor Concejero Sanz

Para hallar la altura maxima, debemos fijarnos en el punto verde del esquema. En ese
punto, no conocemos a priori el tiempo que ha pasado, ni la posicion en el eje x 0 en el
eje y. La velocidad en x siempre es la misma, y no nos da informacion. Pero se cumple
que la velocidad en el eje y, en ese punto, es cero. Llamemos t,, al tiempo en alcanzar
la altura méaxima. Se tiene que:

10
% (6,) =02 0=10 =981 6, = t,, = 5= [6, = 1025

Sabiendo el tiempo transcurrido, podemos saber el resto de datos:
y(tn) =10 t, —49t% =[y(t,,) =5.11m)|
Si quisiésemos, podriamos también hallar el resto.
Para hallar el tiempo que tarda en llegar al suelo, nos fijamos en el punto rojo de la
figura. La condicién que se cumple en dicho punto es que la altura del objeto es cero.
Llamaremos t. al tiempo que tarda en llegar a dicho punto (c de caida):
t.=0s
y(t,)=0=>10t, —49t>?=0=1t,(10—49t.) =0 = {
Obviamente, el resultado valido es el segundo. El primero no nos dice mas que cuando
el tiempo vale cero, también estamos en altura cero (a fin de cuentas cuando el tiempo
es cero fue cuando lanzamos el objeto, y en ese momento estabamos a ras de suelo).
Ya tenemos el tiempo de caida. Para ver el alcance, también nos fijamos en el punto
rojo. Pero ya sabemos el tiempo que ha pasado en ese punto, por lo que:

x(t;) = 10V3 t. = 10vV3 - 2.04 = |x(¢t.) = 35.33 m|
De igual forma, hallamos las componentes de la velocidad en ese punto:

v, (t,) = 10V3 - {vx(tc) =17.32m/s
v, (t.) = 10 — 9.81¢, v, (t,) = —=10.01m/s

La velocidad, en mddulo, sera por tanto:

9] = v(e) = [vi(e) + 5 (e) = [ve) = 20m/3]

No es pura casualidad que la velocidad sea la misma que al principio. A fin de cuentas,
el objeto va perdiendo velocidad segun va subiendo, de igual forma que gana energia
potencial. Pero al descender, convierte de nuevo la energia potencial en energia
cinética, de forma que al hallarse a la misma altura que al principio, vuelve a tener la
misma velocidad inicial. Por energias, tendriamos:
En, =En, > E, +E, =E, +E,,
1, 1,
-mvs + mghy, = -mvg + mghg

2

1 1
Zmvi = 3mv = [Fr=7g)
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1.1. Ejercicios resueltos:

62 e®e® 5S5M  Maria y Roberto deciden encontrarse en el lago Michi-
gan. Maria parte en su lancha de Petoskey a las 9:00 a.m. vy viaja hacia el norte
a 8 mi/h. Roberto sale de su casa sobre la costa de Beaver Island, situada a 26 mi
y 30° al oeste del norte de Petoskey a las 10:00 a.m. y viaja a una velocidad
constante de 6 mi/h. ;En qué direccion debe poner su-rumbo Roberto para
interceplar a Maria y dénde v cudndo se verificard el encuentro?

8mi/h

Las ecuaciones de movimiento (movimiento constante, aceleracion cero) para Maria y Roberto
seran:

(xm(t) = xom + Vouxt
Ly () = you + Vomyt

| xg(t) = xog + Vopat
Yr(t) = Yor + Vogyt

Por sencillez, supongamos que el origen de coordenadas esta, para el eje x, en la posicion de
Roberto, y para el eje y, en la posicion de Maria. Es decir, donde indica el “+” en el esquema.
Segun esto, y descomponiendo la velocidad de Roberto en sus componentes en ambos ejes:

(xy (t) = 26c0s30
Lyu(t) =8t

| xg(t) = 6cosat
yr(t) = 8sen30 + 6sena t

Sin embargo, estas no son las ecuaciones reales que describen los movimientos, pues sabemos
que Roberto sale una hora méas tarde que Maria. En este caso, a Maria le habra dado tiempo a
recorrer un espacio adicional (8 millas). Es decir, en las ecuaciones de Maria deberemos
cambiar t por t + 1:
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(xy (t) = 26c0s30
lyy(@® =8t+8

| xg(t) = 6cosat
yr () = 8sen30 + 6sena t

Estas si son las ecuaciones que describen el movimiento en general. Ahora bien, en el punto en
que se encuentran, coincidira tanto la posicion como el tiempo:

xM(tf,-nal ) = Xxp (tfinal ) R {2600530 = 600SQ tfing
}’M(tﬁnal ) = yr (tﬁnal ) 8tfina + 8 = 8sen30 + 6sena tring

Despejando tf;,,,; de la primera ecuacion y sustituyendo en la segunda:

. 26c0s30 g 26c0s30 +8=8 30 + 6 26c0s30
. — - — -
final 6cosa 6cosa sen SN ~ecosa

Ecuacion en que debemos despejar el &ngulo a. Para ello comencemos por simplificar la
ecuacion:

8.26.c0s30 + 8.6.cosa = 8.6.sen30cosa + 6.26.sena cos30

3 1 3
2.26.% + 2.6.cosa = 2.6.Ecosa + 3.13.senag

39v3
cosa(12 — 6) + 26V/3 = sena

Con sena = V1 — cos? a y elevando al cuadrado:

2

3
36cosa + 262.3 + 12.26.\/3cosa =

(1-cos®a)

144cos?a + 2028 + 312V3cosa = 4563(1 — cos? a)

4687 cos’a + 312v3cosa — 2535 = 0

—312v3 £ /292032 + 47526180 _ —540'39 + 691507 068
9374 N 9374 N

cosa =

Luego:
a = arccos0'68 = 0.82rad = 47°

NOTA: es muy posible que haya una forma mucho méas sencilla de hallar el angulo.
Posiblemente escogiendo mejor el origen de coordenadas.
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24 ee ;Por qué cuando cae al suelo una tostada siempre lo hace por el
lado que tiene mantequilla o mermelada? La pregunta puede parecer tonta, perc
ha sido objeto de debate cientifico serio. El andlisis es demasiado complicade
para reproducirlo aqui, pero R.D. Edge y Darryl Steinert demostraron que una
tostada a la cual se la empuja suavemente hasta el borde de una mesa, cae
cuando se inclina un dngulo de 30° con la horizontal (véase la figura 9.40) y
tiene una velocidad angular de @ = 0,956./g/1, donde [ es la longitud del ladc
de la tostada (supuesta de forma cuadrada). Suponiendo que una tostada
empieza a caer con la mermelada o la mantequilla hacia arriba, ;jde qué lado
caerd si ésta cae desde una mesa de 0,5 m de altura? ;Qué ocurre si la mesa
tiene 1 m de altura? Suponer que la tostada tiene 0,1 m de lado y que cae al
suclo con la mermelada o la mantequilla hacia abajo si el dngulo que forma con
el suelo estd entre 180° y 270°. (Si la tostada gira un dngulo superior a 360° ten-
dremos que reducirlo al intervalo 0° — 360°), Ignérense las fuerzas debidas a la
resistencia del aire. Para el lector interesado en este problema y en otros
muchos, se recomienda el magnifico libro de Robert Erlich, Why Toast Lands
Jelly-Side down: Zen and the Art of Physics Demonstrations' (Por qué las tos-
tadas caen por el lado de la mermelada: Zen v el arre de las demostraciones de
la fisica).

30° .

&

>

(S
e

Figura 9.40 Problema 24
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Estudiamos en el problema dos partes distintas de la tostada. Por un lado, el movimiento de
translacion, y por otro, el movimiento de rotacion. EI movimiento de translacion se estudia
como se hacia en los primeros temas. Asumiendo que la altura inicial de la tostada es la altura
de la mesa, y llaméndola h:
1 2
y=y0+v0t—§gt
h ! t?
y= 29

De forma que el tiempo que tarda la tostada en caer al suelo sera:

2h

g

teaida =

Por otro lado, las ecuaciones de la rotacion de la tostada vienen dadas por:

T
1 (6=—+0.956\/gt
{9=90+wt+zat N 6 l

(1):(1)0+at kw=w0:0956\/%

Donde hemos usado los datos del enunciado, y supuesto que no hay aceleracion angular (no hay
nada que la cause). Segun esto, el &ngulo con el que la tostada llega al suelo (recordemos que
hemos llamado h a la altura de la mesa) sera:

0 —ﬂ+0956\/§ 2h T 0956 [P
F=e " llg 6 !

Con los datos del problema, [ = 0.1m y una altura de 0.5m y 1m respectivamente:

6
h=05m 203.21°
h=1m 274.96°

Luego, efectivamente, se demuestra fisicamente (bajo los condicionantes y aproximaciones del
problema), que la tostada en el primer caso cae aproximadamente con la mermelada hacia abajo
. En el segundo caso no es estrictamente asi, pero no se queda lejos. Asi pues podemos decir que
en una mesa de tamafio normal (de entre medio metro y aproximadamente algo menos de un
metro), la tostada bajo estas condiciones caera con la mermelada hacia abajo.

Mas estrictamente hablando, las alturas limites para que esto ocurra (para que el angulo esté
comprendido entre 180 y 270 grados):

h
6 =180 0.37m
6 =270 0.95m

Asi que una mesa entre estas alturas tiene la “propiedad” de lanzar la tostada con la mermelada
hacia el suelo.
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35 ee s5M | v/ Lacinta de una “cassette” de video VHS es-
tindar tiene una longitud L = 246 m; su duracién en funcionamiento es de 2.0 ho-
ras (figura 9.41). Al comienzo, el carrete que contiene la cinta tiene un radio
externo de aproximadamente R = 45 mm, mientras que su radio intemo es r= |2
mm aproximadamente. En cierto punto de su recorrido, ambos carretes tienen la
misma velocidad angular. Calcular esta velocidad angular en radianes por segundo
y revoluciones por minuto.

dmm -,

12 mm

Figura 9.41 Problema 35

La velocidad angular, expresada en términos de la velocidad lineal es w = v/r

La velocidad angular, por tanto, sera la misma en los dos carretes cuando ambos
tengan el mismo area. Esto ocurrira cuando:

1 1
A=54 = E(T[R2 —nr?) = nRf — mr?

Despejando Ry

R? 4+ r?
Ry = — = 32.93mm
En esta situacion:
w =v/Rf
Dicha velocidad lineal viene dada por v = % = 0.03416m/s:

rad rev
w=106—=10.12—
s min
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1.2. Ejercicios propuestos:

20 @ Un rio de orillas rectas y paralelas tiene una anchura de 0,76 km
(véase la figura 3.38). La corriente del rfo baja a 4,0 knvh v es paralela a los
mdrgenes. El barquero que conduce una barcaza que puede alcanzar una veloci-
dad mdxima de 4,0 kmv/h en aguas quietas desea ir de A a B, donde AB es perpen-
dicular a la orilla. El barquero debe (a) dirigir la barca directamente a través del
rio, perpendicular a la orilla siguiendo AB, (b) poner un rumbo de 53° dirigido
hacia aguas arriba respecto la direccién AB, (¢) poner un rumbo de 37° dirigido
hacia aguas arriba respecto la direccién AB, (d) renunciar ya que es imposible ir
de A hasta B con una nave de estas caracteristicas, (¢) ninguna de las respuestas
anteriores es correcta.

Figura 3.38 Problema 20

43 o0 ssm | Ocasionalmente tenemos noticia de personas
que sobreviven a caidas desde grandes alturas cuando la superficie sobre la que
caen es blanda. Durante una escalada por la via norte del Eiger (montaiia de los
Alpes suizos), una fijacion del montaiiero Carlos Ragone cedié y precipité al
escalador a una caida de 150 m sobre la nieve. Sorprendentemente sufrid tnica-
mente unas pocas magulladuras y un tirén en el hombro. (a) ;Qué velocidad
final tenia antes del chogue con la nieve? (Despreciar la resistencia del aire). (b)
Suponiendo que su impacto dejé un agujero de 122 cm en la nieve, estimar la
aceleracion a la que estuvo sometido durante el frenado. (Se supone que la ace-
leracion fue constante.) Expresarla como miltiplo de g (aceleracion de caida
libre en la superficie de la Tierra).
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61 @@ 5S5M  Un coche que marcha con una velocidad constante de
20 m/s pasa por un cruce en el instante r = 0 y 5 segundos después pasa por el
mismo cruce un segundo coche que viaja en el mismo sentido pero a 30 m/s.
(a) Hacer un grédfico de las funciones de posicidn x,(r) y x,(r) de ambos coches,
(b) Hallar cudndo el segundo coche adelanta al primero. (¢) ;Cudnto han reco-
rrido ambos coches desde el cruce al ocurrir el adelantamiento? (d) ;Dénde se
encuentra ¢l primer coche cuando el segundo pasa el cruce?

/74 ee® 55M  Determine la aceleracion que experimenta la Luna
debida a la Tierra, usando para ello los valores de la distancia media y del
‘periodo orbital que aparecen en la tabla de datos fisicos al final del libro.
‘Suponga que la érbita es circular, Exprese esta aceleracion como una fraccion
del mddulo de la aceleracion de caida libre,

80 @®#& Un objeto cae de una altura i. Durante el segundo final de su
caida recorre 38 m. ;Cudnto vale 4?7

85 ee 55M i Dos personajes de dibujos animados respon-
den a su argumento habitual y uno persigue al otro. El coyote Wiley (Carnivo-
rous hungribilous) intenta cazar de nuevo al Correcaminos (Speedibus
cantcatchmi). Ambos, en su frenética carrera llegan al borde de un profundo
barranco de 15 m de ancho y 100 m de profundidad. El Correcaminos salta con
un dngulo de 15° por encima de la horizontal y aterriza al otro lado del barranco
sobrdndole 1.5 m. (a) ;Cudl era la velocidad del Correcaminos antes de iniciar
el salto? Ignore la resistencia del aire. (b) El Coyote, con el mismo objetivo de
superar el obstdculo, salta también con la misma velocidad inicial, pero con
distinto dngulo de salida. Para su desgracia, le faltan 0,5 m para poder alcanzar
el otro lado del barranco. ;Con qué dngulo salté? (Supdngase que éste fue infe-
rior a 15%.)

9 eee | Un tren de pasajeros circula a 29 m/s cuando el con-
ductor ve delante de €l un tren de carga a 360 m de distancia por la misma via
en la misma direccién. El tren de carga lleva una velocidad de 6 m/s. (a) Si el
tiempo de reaccion del conductor es de 0.4 s, ;cudl debe ser la desaceleracion
del tren de pasajeros para evitar la colisién? (b) Si su respuesta es la desacelera-
cion médxima que puede realizar el tren de pasajeros, pero el tiempo de reaccion
del conductor es de 0.8 s, ;cudl serd entonces la velocidad relativa de los dos tre-
nes en el instante de la colisién y qué distancia habrd recorrido el tren de pasaje-
ros desde que el conductor divisé el tren de carga hasta que se produjo ¢l choque?
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104 e@® Una muchacha que estd a 4 m de una pared vertical lanza contra
ella una pelota (figura 3.53). La pelota sale de su mano a 2 m por encima del
suelo con una velocidad inicial vy = (10 m/s)(i + j) o 10./2 m/s a 45°. Cuando
la pelota choca en la pared, se invierte la componente horizontal de su veloci-

d mientras que permanece sin variar su componente vertical. ; Dénde caerd la
al suelo? Sugerencia: Se puede considerar que la pared actiia como un
spejo. Determinar el alcance, sin considerar la pared, v una vez conocido,
iderar la reflexidon especular en la pared.

Figura 3.53 Problema 104

108 #®#® Una bola A se suelta desde lo mds alto de un edificio en el mismo
instante en que otra bola B se lanza verticalmente hacia arriba desde el suelo.
Cuando las bolas se encuentran, ambas se¢ mueven en sentido contrario y la

-velocidad de la bola A es dos veces la velocidad de la bola B. jEn qué fraccion
de la altura del edificio ocurre el encuentro?

109 ee® Resuelva el problema 108 si la colisién ocurre cuando las dos
bolas se mueven en el mismo sentido y la velocidad de A es 4 veces la veloci-

dad de B.
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119 e®@ Darlen es una motorista acrébata de un circo ambulante. Para dar
mds emocidn a su actuacidn, salta desde una rampa que posee una inclinacién 8
y sobrepasa una zanja con llamas de anchura x y alcanza el otro extremo sobre
una plataforma elevada (altura h respecto del lado inicial) (figura 3.55). (a) Para

Figura 3.55 Problema 119

una determinada altura h, encuentre la velocidad de despegue minima v, para
realizar el salto con éxito. (b) ;Cudl es v, para un dngulo de lanzamiento 8 =
30° si la profundidad del pozo es de 8 m y la altura de la plataforma i = 4 m?
(¢) Muestre que, independientemente del médulo de la velocidad de despegue,
la altura mdxima de la plataforma es /i, <.x1g 6. Interprete el resultado fisica-
menie. (Desprecie los efectos de la resistencia del aire y trate la motocicleta

s e et iensla )

122 @@ Desde la parte superior de un acantilado de altura h se lanzan dos
pelotas con idéntica velocidad. Una de ellas se lanza hacia arriba con un dngulo
@ respecto a la horizontal. La otra se lanza hacia abajo con un dngulo f res-
pecto a la horizontal. Demostrar que ambas pelotas chocan contra el suelo con
la misma velocidad vy calcular el valor de esta velocidad en funcién de h y de la

velocidad inicial v,
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2. Dindmica

Si la cinematica se encarga de determinar como se mueve un objeto, conocidas las
condiciones de posicion, velocidad y aceleracion, la dindmica se encarga fundamentalmente de
hallar esta ltima, la aceleracion, y su relaciéon con la fuerza. Basicamente, la Gnica ecuacion
importante de este tema es la 2° ley de Newton, que se expone a continuacion:

N
.
F =ma
=

1

Aungue la notacion pueda parecer un poco desconcertante, repasemos brevemente el
concepto de sumatorio. El sumatorio indica que se parta de la variable i con valor 1y se escriba
lo que lleve dentro. A continuacion, se suma a lo anterior lo mismo, pero ahora con la variable
i =2, luego i = 3,y asi hasta que se llegue hasta N. Por poner un ejemplo:

i R A R Y]

4
2i2+1_12+1 2241 3241 42+1_ 5 10 17 145
i=1

En nuestro caso, es obviamente mas sencillo el desarrollo:

1

N
ﬁ:mc_i=> ﬁ1+ﬁ2 +ﬁ3++ﬁN:ma
=1

Lo que aqui dice es que la suma de todas las fuerzas es proporcional a la aceleracion. Hay
que notar que las fuerzas son vectores y, por tanto, pueden cancelarse entre si. Por ejemplo si
tuviésemos dos fuerzas opuestas, al sumar sus vectores se cancelarian, y la ecuacion diria que
no hay aceleracion (dos fuerzas opuestas es equivalente a que no actta ninguna fuerza).

Para nuestros problemas, deberemos escribir esta ecuacion, y descomponer cada fuerza en
sus componentes vertical y horizontal, para determinar la aceleracion en cada eje. Los pasos a
seguir son:

Dibujar un esquema del problema, dibujando las fuerzas involucradas
Escoger un sistema de referencia apropiado

Escribir la 2° ley de Newton y desarrollarla

Descomponer cada fuerza y sumarlas

LR

Como ejemplo de aplicacion, veamos el siguiente:

Victor Concejero Sanz Cinematica y Dindmica

14

——
| —



Ejemplo 2.1. Un cuadro se cuelga del techo, de forma que los cables forman angulos
a =30°y B = 45° como indica el dibujo. Hallar las tensiones de los cables, suponiendo que
la masa del objeto es de 4kg, para que el cuadro esté en equilibrio.

Escribimos la 2° ley de Newton, y desarrollamos:
Y F=mi=T +T,+F=0

Donde hemos hecho @ = 0, pues el objeto debe estar en equilibrio (no se mueve, velocidad
constante e igual a cero, aceleracion cero).

El problema que tenemos ahora es que debemos descomponer las fuerzas en sus componentes.
Con el sistema de referencia indicado mediante flechas en el esquema (tipico sistema i — ), el
peso queda ya como P= —Pj, donde P indica el médulo de la fuerza. Pero las otras dos tienen
componentes en los dos ejes, que habra que calcular. Para empezar, vemos qué angulo forma

la fuerza T; con la horizontal:

Sabiendo esto, pasamos a descomponer:

-
Tlx

Del dibujo, notamos que: T; = Ty, + T1,. Pero esto no es lo que realmente nos interesa, sino
cual es el mddulo de cada una. Para ello utilizamos trigonometria:
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T,
(sen30 = % = Ty, = T;sen30
1

Tlx
kcosSO =T = T1, = Tycos30
1

E igual para Tz. En nuestra ecuacion de Newton, no tenemos méas que escribir los sentidos de
las fuerzas. Por ejemplo, Ty, es negativa, pues apunta a la izquierda, mientras que Ty, es
positiva, pues apunta hacia arriba:

Yr-i

?1 + ?2 + ﬁ = 6
_Tlx_i + T1y7+ TZX_Z + Tny_ Pf = O_i + Oj
Ahora bien, para que eso se cumpla, debe cumplirse para cada eje por separado, esto es:

E]e_f _Tlx + T2x =0
E_]ef T1y+T2y_P=0

O lo que es lo mismo, sabiendo la expresion del modulo de cada fuerza:

{—Tlcosa + Tycosf3 =0
Tisena + Tsenf —mg =0

Donde sabemos todo salvo T; y T,. Lo que tenemos es un sistema de ecuaciones, de facil
solucion:

sp
asenoc + Tysenff —mg =0

T,(cosBtga + senf) = mg

_ mg mg
~ cosf tga + senf

T, T, =
z 1™ cosa tgp + sena
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El problema que acabamos de ver es el tipico problema introductorio para el analisis de fuerzas.
Pero hay otro problema mas tipico, el del plano inclinado. Vedmoslo:

Ejercicio 2.2. Una caja se encuentra situada en un plano inclinado 30 grados sobre la
horizontal. La altura de la caja sobre el suelo es de 2 metros, y el coeficiente de rozamiento es
pu = 0.3. Hallar:

a) Laaceleracion con la que cae la caja
b) El tiempo que tarda en caer al suelo

Colocamos el esquema, con las fuerzas marcadas (en rojo), y el sistema de referencia (en azul).
Este sistema de referencia le situamos rotado, de forma que abarque la mayor parte de fuerzas
y tengamos que descompongar menos:

2m

Segun el esquema, tenemos que la fuerza normal esta justo en el eje j. La fuerza de rozamiento
la hemos colocado justo en el —1. Pero la fuerza del peso habra que descomponerla:

Notese en el dibujo por qué la componente x es positiva y la componente y es negativa.
Utilizando trigonometria, vemos que P, = Psen30 y P, = Pcos30 . Notemos que esta
descomposicion es diferente a la que habitualmente obteniamos con los lanzamientos en los
tiros oblicuos.

Escribimos la 2° ley de Neewton y la desarrollamos:

Zﬁ=m&

N

P+E,, +N=md
Psen30i — Pcos30j — E.,, T+ Nj = mal

Hemos supuesto que la aceleracion sigue el eje 7. Si tuviese alguna componente en el eje J, el
objeto se ““despegaria” del suelo, o se hundiria en él. Descomponemos ahora la ecuacion
anterior en sus dos componentes:

{Eje? Psen30 — F.,, = ma
Ejej —Pcos30+N =0
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Lo Unico que nos queda por hacer es sustituir en las expresiones anteriores las expresiones de
cada fuerza. Recordemos que F.,, = uN, y que el peso P = mg (ambos en médulo, por lo que
no llevan signo):

{mgsenSO —uN =ma
N =mgcos30

Dado que lo Gnico que no conocemos es la normal N y la aceleracion, tenemos un sistema de
dos ecuaciones y dos incognitas. Para resolverlo, y como sélo nos interesa la aceleracion,
sustituimos la normal ya despejada de la segunda ecuacion en la primera:

mgsen30 — umgcos30 = ma = |a = g(sen30 — ,ucosSO)|

Que en nameros, resulta ser de: |a = 2.35 m/52|

Para hacer ahora el segundo apartado, nos fijamos en que en el eje 7, tenemos un movimiento
uniformemente acelerado. No vamos a estudiar un movimiento oblicuo, con dos coordenadas,
pues todo el movimiento se desarrolla en el eje . Asi pues, recurrimos a las ecuaciones de
movimiento:

1
s(t) = sp + vyt +Eat2
v(t) = vy + at

En donde, situando el sistema de referencia donde indica el dibujo, tendriamos que la posicion
inicial es cero, y la velocidad inicial también (se deja caer...). Asi pues, sustituyendo la
aceleracion antes obtenida:

{s(t) = 1.175¢t?
v(t) = 2.35t

Queremos fijarnos en el momento en que cae al suelo. Para ese momento, y conocida la altura
del plano inclinado, podemos conocer la distancia recorrida. Utilizando trigonometria:

2
sen30=E=>h=4m

Con lo cual:

S(teqiga ) = 4 = 1.175t2,5, = |teaiza = 1.845 s
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2.1. Ejercicios propuestos

7 @ Imaginese que un objeto se envia al espacio exterior, lejos de
cualquier galaxia, estrella u otro objeto estelar. ;Cémo cambiard su masa? | Y

su peso?

43 @ Un seméforo estd colgado de un soporte tal como se muestra en la
figura 4.31. ; La tensién del cable mds vertical es mayor o menor que la del otro

cable?

Figura 4.31 Problema 43

59 ee® Un cuerpo se mantiene en posicion mediante un cable a lo largo

de un plano inclinado pulido (figura 4.44). (a) Si 8= 60° y m = 50 kg, determi-
nar la tensién del cable y la fuerza normal ejercida por el plano inclinado. (b)
Determinar la tensién en funcién de 8y m y comprobar el resultado para =0

y 8=90°.

Figura 4.44 Problema 59

Cinematica y Dindmica
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77 ®® Dos objetos estin conectados por una cuerda de masa desprecia-
ble, como se indica en la figura 4.52. El plano inclinado y la polea carecen de
rozamiento. Determinar la aceleracién de los objetos y la tensién de la cuerda
para (a) valores generales de 6, m; ym, y (b) 6=30°ym, =m;=5 kg.

Figura 4.52 Problema 77

84 ee SSM  El aparato de la figura 4.58 se denomina mdquina de
Amwood y se utiliza para medir la aceleracién debida a la gravedad g a partir de
la aceleracién de los dos blogues. Suponiendo que la cuerda y la polea tienen
una masa despreciable v la polea carece de rozamiento, demostrar que la acele-
racién de cualquiera de los bloques y la tensién de la cuerda son

” ml—ng y T = 2mmag
m, + m- m, +m,

Figura 4.58 Problemas 84-87

34 ee Un blogue en un plano horizontal tiene una velocidad inicial v,
Si se mueve en direccién horizontal, recorre una distancia d antes de
pararse. Demostrar que el coeficiente de rozamiento cinético viene dado por

H = vi/2gd.

Cinematica y Dindmica
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3. Ejercicios varios

3.1. Cinemética

1. iQwe distancia recorre un automovil que viaja a2 88 km/h durante 2l segundo
gue le lleva al conductor observar un accidente en la cametera? (Res: 24 4 m)

km 1h 1000m 220

88 36005 1lm 9 "V°
La distancia recorrida vendra dada por:
220m 220

x=x0+v0t—>x=T?><1S=Tm=24.44m

2. Dos autos A v B estan viajando en la misma direccion vy sentido con
velocidades va v ve, respectivamente. Cuando el auto A esta a una distancia d
detras del auto B, el auto A comienza a frenar siendo su aceleracion a.
Demostrar gue para que ambos autos colisionen es necesario que se verifigue

172
Va-ve = (2ad)
Planteamos las ecuaciones para ambos vehiculos:

{XA (t) = vout

x(t) = xg + vyt
() 0 0 XB(t):d+UOBt

En ese momento, el auto A comienza a frenar:

1
{XA(t) = UOAt—EatZ
XB(t) =d+ UOBt

Cuando los vehiculos colisionan, x, = xp

1 2
UOAt—Eat =d+ UOBt

1 Vos — Vop ++/ (Vo4 — Vop)2 — 2ad
=Eat2—(v0A—v03)t+d=0—>t= 04 OB_\/(;)lA 0B)

Para que la exista solucion, el discriminante debe ser positivo:

(UOA — UOB)Z —2ad >0- Vo4 — Vo > V2ad
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3. Un tirador apunta 2 un blanco que esta a una altura h. En &l momento en &l
gue el ftrador dispara, el blanco se deja casr. Demostrar gue
independientemente del modulo de la velocidad inicial de la bala, ésta acertara
al blanco.

Las ecuaciones de movimiento del proyectil (P), y del blanco (B) son:

(xp(t) = vopyt (xg(t) =d
j”P(t) = Voprx j vg(t) =0
1 1
| ve (D) = vopyt =5 gt* | 7(6) = h =3 g¢?
tvyp (t) = UOPy — gt thB (t) — _gt

En el momento en que se encuentran, xp = xz Y Yp = y5:

xp(tf) = xB(tf) = UOthf =d
1 1
yp(tf) =yB(tf) = UOPytf —Egth = h_zgth

De la primera de las expresiones obtenemos el tiempo que tardan en encontrarse:

; d
I Vopx
Que en la segunda:
d
Vopy Vors =h [1]

Ahora bien, las velocidades inicial y final del proyectil, puesto que apunta inicialmente
al objeto, vendra dado en funcion de la altura h y de la distancia al objeto d:

d
d? + h?

h

{Uopy = vysenf = v, m

{vopx = vycosl = v,

Introduciendo esto en la expresion [1]:

h d
"VaT+h?,, __d
Vd? + h?

Esta ecuacion se cumple independientemente de la velocidad inicial.
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4. 5Se lanza vericalmente un objeto hacia arriba de tal forma que tiene una
velocidad de 19.6 mis al llegar a la mitad de la altura maxima. Calcular i) la
altura maxima; i) la velocidad un segundo después de haber sido lanzado; i)
aceleracion al alcanzar la altura maxima. (Resp: 1)39.2 m; i)17.29mvs; i) )

Las ecuaciones de movimiento del objeto son:
1 2
y(®) = vot — - gt
v(t) = vy — gt

Sabemos la velocidad que alcanza en la mitad de la altura méxima. Esta altura méxima
la podemos determinar haciendo v = 0:

U(tmax) =V~ Glmax =02 tpax = 170/9

vo 1 v vk
Ymax =y(tmax)=v0tmax _Egt72nax =U03_EQE=E

La mitad de la altura mé&xima sera, pues:

(40
Vi =5~
/ 4g
Ahora revertimos el proceso. El tiempo que tarda en alcanzar la mitad de la altura
maxima sera:
1 v3
- — —Zgt2, =9
Yij2 = }’(t1/2) = Voly2 29151/2 = 4g
Recolocando la expresion:
vy + v2—4(1g)(ﬁ> v2
1 v2 Ty ) vk
Sgtip —votipt =0ty = =
2 4g g g
Tomando la solucion positiva, podemos expresar este tiempo como:
. 1+,1/2
12 = Vo
/ g
En ese tiempo llevard la velocidad:
1+.,/1/2
U(t1/2) =vy—gtip =Vg—g—— Vo = Vg — Vg —+/1/2vy = —/1/2v

g

Que sabemos que vale 19.6 m/s:

—J1/2vy = =19.6 = |vy = 27.71m/s|

De esta forma podemos responder al resto de apartados:
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. v§
i) Ymax =3, = 39.14m

i) La velocidad un segundo después de haber sido lanzado:
v(1) =vy—g=27.71-981=179m/s
1) La aceleracion siempre es la gravedad: g

. Se dispara un proyectil con una velocidad inicial ve=40m/s formando un angulo
de 30° respecto a un terreno horizontal. Determinar: i) iempo que tarda en caer
a tierra; i) alcance del proyectil; i) angulo que forma con el terreno |a direccion
del proyectil en el instante en el gue alcanza &l suelo. resp: i) 4 50 141.4 m;
i) 307

Primero descomponemos la velocidad en sus dos componentes:

Voy = VgCosH
Voy = VgSend

Con la que planteamos las ecuaciones de movimiento:

{x(t) = Xg + Vgt ({x(t) = vycosO t

Uy () = oy | o (£) = vocosb {x(t) =34.641
i
\

v (t) = 34.64

1
y(t) = yo + voyt + s at?

1
5 y(t) = vysenf t — E‘th

( (
I |
{lk {IK {y(t) = 20t — 4.9t2

v, (t) =20 —-9.8t

v, (t) = vy, +at v, (t) = vgsenf — gt

Con estas ultimas ecuaciones, respondemos a las preguntas:

i) Para calcular el tiempo que tarda en caer, buscamos la situacién en que el objeto
vuelve al suelo: y(t.q4iqa ) = 0:

5 tcaida 0
y(tcaida ) = ZOtcaida - 4-9tcaida =0- teaida = % =408s

i) Para hallar el alcance del proyectil, usamos el tiempo anterior:
X (teqida ) = 34.64 tegiga = 141.39m
iii) Para determinar el &ngulo que forma cuando alcanza el suelo, hallamos las
velocidades en x e y que lleva al llegar al mismo, con el tiempo anterior:
Ux (tcaida) = 34.64 Ux (tcaida) = 34.64
{Uy (tcaida ) =20-938 teaida - {vy (tcaida ) =—-20
El &ngulo que forma, pues, con la horizontal, sera:
20
tge_a_m—w_m
Que se entiende como 30 grados por debajo de la horizontal (por eso hemos puesto
el signo positivo de la velocidad en y). De haber usado el signo negativo,
obtendriamos & = —30 = 330, que es lo mismo.
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8. Una piedra que esta en el extremo de una cuerda se hace girar en un circulo
vertical de radio 1.2m a una velocidad de médulo constante de 1.5 m/s. El
centro de la cuerda esta a 1.5m del suelo. jDonde caera piedra si la soltamos
cuando la inclinacion de la cuerda es de 30° respecto a la horizontal en 2] 1)
1% cuadrante; ii) 2% cuadrante; iil) aceleracién de la piedra justo antes vy justo
después de ser soltada en el caso 1). (Resp: si el origen del sistema de
referencia es (0,0) v el centro de |la circunferencia esta en (0,1.5m); i) cas en
w=0.44 m; i} x=-1.44 m;iii) a=-1.875 u, m/s®> v a=-9.8 j m/s*)

El esquema muestra la situacion en el primer cuadrante (e igual para los demas). Las
ecuaciones de movimiento son las de un objeto cayendo en la gravedad:

x(t) = xg + vout
Ux ®) = Vox

1 (

({x(t) = X + Vg, t
| Ux ®) = Vox |{

-

1
i y(t):y0+”0yt+§at2 I{}’(t)=}'o+voyt—4.9t2
t Uy (t) = Voy +at Uy (t) = Voy — 9.8t

De las que no conocemos la velocidad inicial ni la posicion inicial (suponemos el origen de
coordenadas en el centro de la circunferencia para las x y en el suelo para las y).

Sabiendo que la velocidad, en mddulo, vale v = 1.5m/s, tenemos que:

a) Si el angulo es 30 grados (ver el dibujo para ver que el angulo que forma con la
horizontal es de 120):
xo = 1.2c0s30 = 1.04m Vo, = 1.5c05120 = —0.75 m/s
{yo =15+ 12sen30=2.1m {voy = 1.5sen120 = 1.33 m/s
Y las ecuaciones quedan:
((x(t) = 1.04 — 0.75¢t
|{vx (t) = —0.75

[ (y(®) = 2.1 +1.33t — 4.9¢2
v, (©) = 1.33 — 9.8t
Para ver donde cae la piedra, buscamos el tiempo para el que y=0:
y(tcaida ) =21+ 1-33tcaida - 4-9t62aida =0
_ [—0.5329s
teaida _{

0.8043 s
Obviamente, el tiempo valido es el segundo. Para él, buscamos la posicion:

x(togiga ) = 1.04 — 0.75t 100 = 0.44m
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Es decir, la piedra cae a 0.44 metros delante del centro del circulo.

b) Si el angulo es 30 grados en el segundo cuadrante:

Victor Concejero Sanz (

Xo = —1.2c0s60 = —0.6 m vor = —1.5¢0530 = —=1.3m/s
{yo = 1.5+ 1.2sen60 = 2.54 m {voy = —1.5sen30 = —0.75m/s
Hacemos lo mismo que antes. Las ecuaciones quedan:
((x() =—0.6 —1.3t
I {vx (t)=-13

| (y(t) = 2.54 — 0.75t — 4.9t>
v, () = —0.75 — 9.8¢
Para ver donde cae la piedra, buscamos el tiempo para el que y=0:
y(tcaida ) =254 — 0-75tcaida - 4-9t62aida =0
b= {—0.85
caida 0.65 s
Obviamente, el tiempo valido es el segundo. Para él, buscamos la posicion:

X(togida ) = —0.6 — 1.3tegiqq = —1.44m
Es decir, la piedra cae 1.44 metros detras del centro del circulo.

Justo antes de ser soltada, la piedra tendrd una aceleracion tangencial y una
aceleracion normal. La aceleracion normal serd la debida a la velocidad:
v?  1.5? 5
a, ZFZHZ 1.875 m/s

En la direccion radial. La aceleracion tangencial sera la debida a la gravedad, 9.8 en
direccion hacia abajo. Una vez que la piedra es soltada, tendra solo la aceleracion
tangencial, de valor 9.8, pero ya no tiene aceleracion normal, pues ha dejado de girar.

Un coche parte del reposo ¥y en una via circular de 400 m de radio va
moviéndose con una aceleracion angular constante, de manera que a los 50 s
la velocidad alcanzada es de 72 km/h, para posteriormente mantener constante
dicha velocidad. Calcular i) la aceleracion tangencial en la primera etapa del
maovimiento; ii) la aceleracion normal {radial), total y 1a longitud de via recorrida
al cabo de los 50 s. (resp: i) | &l =04 mis® iy |arl =1 s [al=(1.16)"% mis?,

Primeramente, pasamos las cantidades al Sl:

72km/h =20m/s

Las ecuaciones de movimiento circular son, sabiendo que parte del reposo (y suponiendo que el
angul

o inicial es cero):

1 1
_ o2 _ T 2
o(t) —90+w0t+2at o(t) —Zat
w(t) = wy + at w(t) = at

Si a los 50 segundos la velocidad es de 20 m/s, la velocidad angular serd:
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Vs 20 1
Wsps = R — W50 =m_20

Sustituyendo en las ecuaciones:

1
a =——=0.001rad/s>

1
w(50s) = 50a = =000

—_— -
20
i) Si la aceleracion angular es 0.001, la aceleracion tangencial seré:

a, = aR — a, = 0.001 X 400 - a, = 0.4 m/s?

i) Para hallar la aceleracion normal, necesitamos la velocidad y el radio:
v? 207 L m/s?
a, =—=——>—=1m/s
" R 400

La aceleracion total, en mddulo, sera pues:
a= |a?+a? =116 =1.077 m/s?
iii) El &ngulo que recorre en estos 50 segundos sera:
1
6(50) = S X 502 = 1.25 rad

Sabiendo el angulo recorrido, la longitud recorrida seré:

L =6R > Lgys = 1.25 X 400 = 500 m

10.Un comprador que esta en el departamento de una tienda puede recorrer una
escalera mecanica en 30 s. Si la escalera funciona puede llevar al comprador
al siguiente piso en 20 s. i Cuanto tiempo tardaria 2l comprador en subir por la
escalera con ésta en marcha? (Resp.:12 s)

Supongamos que la longitud de la escalera es L. La velocidad del comprador vendré dada por:

L L
Ve = T30
Mientras que la velocidad de la escalera seré:
L L
Ve =1 T 20

Si juntamos ambas cosas, la velocidad total serd la suma de la de la escalera y la del
comprador:

L L 2L+3L 5L L

307207 60 60 12

Ve =V, U, =

Pero el espacio recorrido sera el mismo, por lo que:
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Ve =02 =

L L
12 ¢,

De donde inferimos rapidamente que el tiempo total seran 12 segundos.

11. Un globo asciende con una rapidez de 12 m/s hasta una altura de 80 m sobre
el suelo v entonces deja caer un paguete. jCuanto tarda en llegar el paguete al
suelo? (Resp: 5.45)

En este problema hay que tener en cuenta que la velocidad inicial del paquete no sera cero,
pues el globo esta subiendo. La velocidad inicial del paquete sera la velocidad del globo en el
momento de soltarlo. Asi pues:

1

y(t) =y + vot + = at? {y(t) =80 + 12t — 4.9t>
2 -

Cuando cae al suelo:

—-2.99s

}’(tcaida ) =80+ 12¢.4i4a — 4-9t62aida =0 - tegiga = { 545 s

Obviamente, la solucién correcta es la segunda, 5.45 segundos.

12.Un avion de reaccion vuela con una velocidad respecto al aire de 560km/h
entre la ciudad A vy la ciudad B, que esta situada a 600 km al este de A.
Determinar el tiempo toial de vuelo desde A hasta B suponiendo que hay
viento del ogste con v=60 km/h constante. Calcular gl tiempo de vuelo para el
viaje de retorno en las mismas condiciones. Si la velocidad del viento aumenta
a 20 km/h, evaluar el cambio, en porcentaje, del tiempo de vuelo para el viaje
de ida y vuelta (Resp: i) 58min; i) 72 min.; iii) 1.5%)

Antes de empezar el problema, pasamos al sistema internacional:

560 km/h = 155.56 m/s
600 km = 6 x 10° m

60 km/h = 16.67 m/s
90 km/h = 25m/s

Ahora podemos empezar el problema. Suponiendo que el avidn vuela a velocidad constante, el
tiempo que tarda en llegar de Aa B alaida es:

v=—ot=

X
t v
)] Ahora bien, el avion vuela con una velocidad de 155.56 m/s respecto al aire, pero

es ayudado por el viento a favor, de 16.67 m/s. Por tanto su velocidad real es de
172.23 m/s. Con esto:

—x—6X105—34837 = 58 mi
v 17223 oo isToemm
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i) Para el viaje de retorno, en cambio, el viento hace que su velocidad sea menor.
Concretamente:

Vyeal = Vavion — Vviento = 155.56 —16.67 = 138.86 m/s
De modo que:

x 6% 10°
v 138.86

=4320.9s =72 min

i) El tiempo de ida y vuelta con el viento de 16.67 m/s es de 130 min. Si el viento
cambia a 25 m/s:

x 6 x 10°
tig, = = =3323.0s = 55.4 mi
da = T 15556 + 25 s e
x 6 x 10°

= 4595.6 s = 76.59 min

t = =
vuelta. =4, .. 155.56 — 25
El tiempo total sera ahora de 132 segundos. La variacion relativa sera:

(2)
ttotal o 132 o
‘O T30 1.015

total
Es decir, un 1.5% mayor en el segundo caso que en el primero.
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3.2. Dinamica

2. Una maza puntual de 2 kg dezcribe una curva en el espacio dada por las ecuacionss:
w(t)=t; yiti=t-2t z(t)=t"/4, siendo t el tiempo. Calcular en funcién del tiempo: i) los
vectores velocidad v aceleracion; i) el vector mamento lineal;

iv) la fuerza que actia
schre la masa. (resp: i) wit}=(311-451°) mis, alt)=(Gt -2 3t°) mis”; i} pit}=2(3t%, 1-4t.°)
kgmis; iii) Lue= (-483/3+TH3-41513453) kgm?/s; iv) F{t)=2(5%-4,3t%) N).

)] La velocidad es la derivada de la posicion en el tiempo, y la aceleracion la
derivada segunda:

X(t) = (3, t — 2t%,t*/4)
v(t) = (3t?,1 — 4t t3)
a(t) = (6t,—4,3t?)

i) El momento lineal es p = mv. Con una masa de 2kg:
p(t) = (6t%,2 — 8t,2t3)
iii)  LafuerzaesF = ma:
F = (12t,—8,6t%)

3. Un cuadro gue pesa 8M estad soportado por dos cables de tensionss T, vy T, ¥ gue
forman angulos de 60° y -30°, respectivaments, con la horizontal. Determinar la
tension de los cables (Resp: 1T:1=6.9 N, ITal =4 M)

La segunda ley de Newton:

Zﬁ:m&:ﬁ

Por estar el cuadro en equilibrio. Las fuerzas que acttan sobre él son:

—

E9+T1+T2=0

Descomponemos las fuerzas en componentes:

F, (-]
Ty, (@) + Ty, () = T1c0s60(7) + Tysen60(j)
Ty, @) + Ty, () = T,c0530(=1) + T,5en30())

3 S ST

En la ecuacién de Newton, y separado por componentes:

Ticos60 — Tycos30 =0
{—Eg + Tysen60 + T,sen30 = 0

De donde podemos despejar:
_ T,cos30

L™ cos60
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En la segunda ecuacion:

T;c0s30
_Eg +msen60+Tzsen30 =0
8 + T, (tg60cos30 + sen30) = 0 - T :
i = d ==
2(tgblcos sen 2™ tg60 cos30 + sen30

T, =4 N

4. Un globo de masa M desciende con una aceleracion a, de modulo constants.
Cetzrminar la masza de lastre que s necesaro tirar por la borda para que 2| globo

Eman}
g+a,

ascienda con una aceleracion igual a a,. (resp: Am =

La segunda ley de Newton:

Zﬁ=m&

En este caso estamos sd6lo en una dimension. Las fuerzas que actlan son la fuerza de la
gravedad y el empuje. Recordamos que el empuje viene dado por:

E = priuido Vobjeto 9
Antes de soltar lastre, la aceleracion es a, hacia abajo:
E—F, = —Ma,
E—-—Mg=—Ma

Si soltamos lastre, el volumen del globo no cambia (aproximadamente), por lo que el empuje es
el mismo. Sin embargo, la fuerza de la gravedad es menor:

E—M =Ma,
No tenemos mé&s que resolver este sistema de ecuaciones:

E—Mg=-M
{ g % _, (M-M)g=(M+M)a,

E-Mg=Ma,

Falta despejar M, la masa que tiene el globo al final:
Mg—M'g =May+ M a,
M(g — ao) = M'(ag + 9)

g — Qo

M =
gt+ag

Si queremos hallar la masa de lastre que queremos dejar caer (lo que pide el problema):
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—a +ap—g+a
g 0M=g 0— 9 0 1y
g+ ag g+ ag

Am=M—-M=M—

Zao

Am =
gt+ap

5. Un hombre esta de pie sobre una balanza de resorte en un ascensor. ;Cual es la
lzctura de la balanza cuando el agcenzor s mueve i Jhacia arriba v i) hacia abajo con
una aceleracion de modulo a.(resp: INI =mg+ma; i) INI =mg-ma).

Si el ascensor se mueve hacia arriba con una aceleracion a, este ejerce una fuerza ma hacia
abajo que se suma a la del peso, de modo que la fuerza normal que hace la bascula para
contrarrestarlo sera:

F, =mg +ma

Si en cambio el ascensor desciende, se produce una fuerza hacia arriba, por lo que la fuerza
aparente que hace el hombre es menor de lo que seria en reposo. La bascula marcara entonces:

F, =mg —ma

7. Un cuerpo de masa m=0.8kg s& encuentra sobre un planc inclinado de §=30°. ;Qué
fusrza debe aplicarze al cuerpo de modo que s mueva 1) hacia abajo; i) hacia
arriba?. Suponer que el movimignto es uniforme v que el cosficiente de rozamiento ez
0.3.;iCual debe zer el coeficiente de rozamiento para que el cuerpo no s& mueva bajo
la accion de una fuerza de SM en sentido ascendente (regp: i) F =(-1.880) M; ii) F=(-8i)
M ;i) Meee=0.16)

)] Si el objeto se mueve hacia debajo de forma uniforme, significa que no sufre
aceleracion alguna. Si el objeto se mueve hacia abajo, el rozamiento tendra la
direccion ascendente del plano. Para mantener una velocidad constante, pues, la
fuerza que debemos realizar sera hacia la direccién ascendente del plano también.
Por la segunda ley de Newton:

I(ﬁ“g = Fy (D) + E; (=)) = F;senfi — F;cos0j
417:1\/7
| E

Por componentes:

{Egsene -F,, —F=0

—F,cos6 + N =0
De la segunda ecuacion, tenemos que N = F,cos = mgcos6, que con los datos
del problema:

N = 0.8 X9.81 X cos30 = 6.8 N

En la primera de las ecuaciones:

mgsend — uN — F =0
Despejando la fuerza que nos interesa:

F =mgsenf — uN = 0.8-9.81 - sen30 — 0.3 X 6.8
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F=1884N
Vectorialmente:

|F = 1.884 ()|
i) Si queremos que el objeto se mueva hacia arriba con velocidad constante, solo hay
que cambiar la fuerza de rozamiento de signo (si el objeto sube, el rozamiento sera
en el sentido descendente del plano). En este caso, la fuerza que hay que realizar
también serd hacia arriba.

{Egsene +E,, —F=0
—F,cos6 + N =0
La normal sigue siendo la misma, y por tanto:
mgsenf + uN — F =0

Despejando la fuerza que nos interesa:

F =mgsenf — uN = 0.8 -9.81 - sen30 + 0.3 - 6.8

F =5964 N

Vectorialmente:

F = 5.964 (1)

iii) Suponemos que el objeto esta quieto. EI movimiento natural que seguiria el mismo
seria hacia el sentido ascendente del plano, por lo que el rozamiento estatico es
una fuerza que actta en el sentido descendente. Si la fuerza que ejercemos es en
sentido ascendente:

F;senf + F,, —F =0
{—Eg cosO+N =0
La normal, una vez mas, es la misma que anteriormente, por lo que de la primera
ecuacion podemos despejar:
F —mgsenf
mgsenf + u,N —F =0 - p, =— N
De donde el coeficiente de rozamiento es, como minimo:
5—0.8-9.81-sen30

He = 68

4. 52 hace girar un cubo de agua siguisnds una circunferencia vertical de radio R. 5i la
velocidad del cubo en su parte mas alta es vy, calcular i) la fuerza ejercida por 2l cubo

sobre el agua., i) Calcular el valor minimo de v para que el agua no se salga del
2

cubo. (resp: [F|= %—mg; Vimn = /OR )

La suma de todas las fuerzas debe ser igual a cero, para que el cubo no se mueva de dicha

posicion. Asi pues:
EF =ma=0
2

_Eg +F —Fopo =0 Fope =F6_Eg =m§_mg

Para que el agua no se salga del cubo, la fuerza que ejerce el cubo debe ser positiva. En el
momento en que vaya demasiado despacio, la fuerza que ejerce el cubo sobre el agua ira
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descendiendo hasta que se anule, momento en que la gravedad es méas potente que la fuerza
centrifuga, y el agua se cae. Asi pues:

2
v
FC—Eg>0=>mFt—mg>0=> v, > +/Rg

10. Un cuerpo de masa m=£kg ez lanzado vericalmente con una v.=60 miz. El cuerpo
encuentra una resistencia con el aire de valor constante Fr=2M. Calcular el tiempo qus
transcurre desde el lanzamisnta hasta gues alcanza la maxima altura. ; Qué valor tiens
la altura maxima.? (resp: t=5.7 &; ii) hmax=170.8m)

Las ecuaciones de movimiento vienen dadas por:

2

1 1
{y(t) =y0+v0t+—at2 N y(t) = 60t +Eat2
U(t) =vy+at U(t) =60+ at

El problema viene de que ahora a no es —g, pues hay un rozamiento. La aceleracion vendra
dada por la ley de Newton:

-mg — F., _ —4x981—3
m 4

ZF=ma=>—Eg—FmZ=ma=>a=

a=-10.56 m/s>
Sustituyendo en las ecuaciones:

{y(t) = 60t — 5.28t*
v(t) = 60 — 10.56t

La altura maxima se alcanza cuando v(t) = 0, es decir:

60
tmax = 70750

= |timax = 5.682s

Sustituyendo en la posicion:

Y(tmax ) = 60tgy — 5.28t50 = |Yimax = 170.45m|

OJO: si pidiese el tiempo que tarda en caer, habria que hacer el problema en dos partes, puesto
que el rozamiento se afiade a la gravedad al subir, pero se resta al bajar. Asi pues, deberiamos
primero calcular el tiempo que tarda en llegar a la altura méxima, y desde ahi volver a
empezar el problema. Lo hacemos por completitud:

Una vez hallado el tiempo que tarda en subir y la altura méxima, buscamos la aceleracion que
tiene al bajar:

-mg+F,, —4x981+3
m 4

ZF=ma=>—Eg+FmZ=ma=>a=

a=-9.06m/s?
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Sustituyendo en las ecuaciones, en las que ahora la altura inicial es la altura maxima de antes,
y la velocidad inicial es cero (arriba del todo parte del reposo):

{y(t) = 170.45 — 4.53¢t?
v(t) = —9.06t

Cuando llega al suelo, la altura es cero:

5 170.45
V(teqidza ) = 0 = 170.45 — 4.53t%.1. = tegida = 253 > [tmax = 6.134s

De forma que el tiempo total seré:

teotal = tsubida + thajada = 5682 4 6.134 = [typr = 11.816 5|

Supongamos por Ultimo que hubiésemos hecho el problema sin rozamiento. En este caso las
ecuaciones de movimiento serian con la g habitual, y para hallar el tiempo que tarda en caer al
suelo, no habria més que imponer que la altura en ese momento es cero:

1 60
y(tcaida ) = 60tc4iga — EgtCZaida =0 = tegiga = E = m

Puede verse claramente la gran diferencia entre un caso y otro (motivado también por los
60 m/s = 216 km/h con los que se ha lanzado el objeto inicialmente).

11. El conductor de un automavil empisza a frenar a 25 m de distancia de un obstaculo
gue hay en la carretera. La fuerza de rozamiento que ejercen las zapatas de los frenos
ez constante e igual & 3840M. La masa del coche =5 una tonelada. ;jCual es la

velocidad maxima gue pusde llevar en &l momento de accionar los frenos para no
chocar con el obstéculo? (resp: v=13.85 m/s = 50 kmi'h)

Las ecuaciones de movimiento son:

1
{x(t) =xo + vot + Eat2

v(t) = vy + at
Para calcular la aceleracion: Ley de Newton:

F,, 3840 ,
= —_—— = —3.
1000 a 3.84m/s

ZF=—EOZ=ma=>a=—

{x(t) = =25+ vyt — 1.92t2
v(t) = vy — 3.84t

Para que frene al llegar al obstaculo, se debe cumplir que x(tsime ) = 0y que v(tripg ) = 0
simultaneamente, de modo que:

{x(tﬁnal ) = =25 + Votrina — 1.92tf,, =0
17(1I'-/‘z'nal ) =7y — 3-84tfinal
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De la segunda de ellas:

tfinal = U0/384

Sustituyendo en la primera:

—25 + v, (31_%) ~1.92 (31_%) =0

Operando:

25
0.2604 — 0.1302

—25 + 0.2604v3 — 0.1302v% =0 = v, = J

Es decir:

vy = 13.856 m/s|

12. Un cuerpo de masa 5 kg esta atado a un hilo de 1 m de longitud, que esta sujeto al
vertice de un cono de angulo 45°. El cuerpo =2 encuentra girando sobre la superficie
liza del cono alrededor del eje de simetria del cono con una velocidad angular de 20
revimin. Calcular 1) la velocidad lineal del cuerpao, i) la reaccion de la superficie sobre
gl cuerpo vy la tension del hilo; i) ;Cual e la maxima velocidad angular con la gue
puede girar la masa sin separarse de la superficie conica? (resp: i) Ivl=1.48 mis; i)

INI=23.7 N, ITI=456N: iii) @ra=3.7 radis).

Para empezar, pasamos la velocidad angular a Sl:

rev 2mrad 1min

X X = 2.
20 min 1rev 60 s 2.09 rad/s

Construimos un esquema del cono, con las fuerzas que actan sobre él, los angulos, etc.

)] Si el hilo es de un metro, y el cono es de 45 grados, el radio de giro (trigonometria)
que seguira el cuerpo sera:
R
send5 =—=R =0.707m
Im
De esta forma, la velocidad lineal sera:
vV=wR=> |v =1.478 m/s|
i) La segunda ley de Newton dice:

Zﬁ:maza

Puesto que el objeto no es acelerado en ninguna direccion. Descomponiendo en sus

componentes:
N — F;sen6 + F.senf = 0
{T — EgcosH — F.cos8 =0
De donde:
( v? ( 1.478°
N = mgsenf — m—senf N =5x9.81 X sen45 — 5 x sen45
{ R R 0.707
T 6+ v 6 T =5x9.81 45 -5 L476" 4
= — == X 9. X -
k mgcost + m-—-cos k cos 0707 €08
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{N = 23.765 N
T =45.602 N

iii) La velocidad méxima (lineal) con que puede girar sin despegarse seré para aquella
para la que la normal sea cero. En ese momento, tomando la primera de las
ecuaciones del apartado anterior:

v? Rsenf Rsen45
N=mgsen9—m§sen9=0=>v= g - g =.,/gR

cosf cos45

Vmax = 2.634m/s
Y la velocidad angular:

v
w = R = |Wpax = 3.725 rad/s|

13. Sobre un plano inclinads que forma un angulo « con la horizantal s& colocan 2 maszas
en contacto. Sus masa son iguales v los coeficientes de rozamiento entre las masas v
la superficie son Ly y Wa, donde |1 = pz. Determinar la fuerza de reaccion entre las dos
masas durants el movimiento (se supone que estan en contacto v que la masa 1 es la

(L, —p;mgcosa )

mas proxima a la horizontal) (Resp. [Fy;l = 5

Antes de nada, hacemos un esquema de la situacién. A partir de ahi, estudiamos el problema
por separado. Si el coeficiente de rozamiento de la masa 1 es mayor que el de la masa 2, y la
masa 1 es la més proxima a la horizontal, esto significa que la masa 2 “empuja” a la masa 1,
que estd més abajo. A su vez, se ejerce una fuerza de “resistencia’ de la masa 1 sobre la masa
2 (una especie de normal). Las leyes de Newton para cada una de ellas seran:

- N - N
F=may F, =mya;
5

— -

S
+ Ny + T0Z +Fr9512 =m;a;

—

N -
+ N+ T0Z 1 +Fr«251=m1a1 Eg

N
N

T

1 2

Ahora bien, las fuerzas de resistencia son iguales en modulo, si bien la que sufre la masa 1 esta
dirigida en el sentido descendente del plano (es empujada), y la que sufre 2 esté dirigida hacia
arriba (es frenada). Pero ademas, la aceleracion es la misma para las dos (llamémosla
simplemente a):

{ F, senf(D) + F;, cos0(=)) + N1(§) + F; { (=D + Es (D) = mya(@)
Fy senf(1) + F;,cos60(=) + N2 (§) + ., ,(=1) + s (1) = mya(D)

Separando en componentes:

({Eg 15610 = Fozy + Freg =m0 mygsend — uy Ny + Fos = mia
—Fg cos8 + Ny =0 {—mlgcosg +N; =0
| Egzsene - Frozz — Fes =mpa {mZQSene — 2Ny — Fres = mpa
t{_EqZCOSH +N, =0 —mygcost + N, =0

Quitemos primero las normales de las segundas ecuaciones, introduciéndolas en las primeras
ecuaciones:
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{Nl = mygcosb {mlgsenQ — uymygcost + F.., = mia
{N, = mygcosf mygsenf — p,mygcosd — F,; = mya

Lo que tenemos finalmente es un sistema de dos ecuaciones y dos incognitas (la aceleracién a y
la fuerza de resistencia F..,). Multiplicando la primera por m, y la segunda por m; y restando
eliminamos la aceleracion:

{mlngsene — uyymymygcosf + myF,,, = miymya
mym,gsenf — ,mym,gcosd —mE... = mym,a
(uy — u)mymygcosd + (my + my)F.s =0

Despejando de esta ultima ecuacion obtenemos el resultado buscado:

(1 — up)mymygcost
m, + my

Ees =

Ahora bien, falta por utilizar el dato de que las dos masas son iguales. En ese caso:

(= pp)m?gcost
2m

Ees =

Que reduciendo, llegamos a la expresion buscada:

(41 — up)mgcos6

Ees = 2

14. Una pizsta de carreraz de forma circular v radic R no tiene peralte. El coeficiente de
rozamiento entre un mavil y la superficie vale 1. Enconfrar la velocidad maxima a la

gue =& podra circular en la pista. (Resp: vmax = ./ugR )

La ley de Newton, aplicada sobre el eje radial, indica que la fuerza de rozamiento y la fuerza
centrifuga se deben igualar para que el coche no salga de la superficie (en realidad, el
rozamiento debe ser mayor. El caso limite es cuando sean iguales. A partir de ese momento, el
coche sale de la pista):

172

Foz = F = uN =m—

Como esté en horizontal (sin peralte), la normal serd igual al peso:
N = Eg =mg

Igualando todo:

HMg =m—= |Vnax = VHIR
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4. Apendice I: Las ecuaciones de movimiento

Hasta ahora hemos trabajado con las ecuaciones de movimiento de una particula con
aceleracion constante:

1
s(t) = sg + vot + Eat2
v(t) = vy + at
La pregunta que nos hacemos en este apartado es ;de donde salen estas ecuaciones? El

principio basico desde donde vamos a partir es que la aceleracion es constante. Sabiendo esto,
y que la aceleracion es la derivada de la velocidad en el tiempo:

B dv(t)
Codt

La pregunta que se nos plantea ahora es ¢qué funcion, al derivarla, nos da una constante? La
respuesta es la ecuacion de una recta (una ecuacion lineal), de la forma:

v(t) =A+ Bt [4.1]
Que al derivarla, se tiene:

dv(t)
=B
dt

Pero eso debe ser la aceleracion a, por tanto, ya tenemos que [B = al. Por otra parte,
llamaremos v, a la velocidad de la particula cuando el tiempo ¢ = 0. En la ecuacion [4.1]:

v(0)=A4

Pero hemos dicho que llamaremos v, a la velocidad en ese momento de tiempo, por lo que
ya tenemos que[A = vp]. La ecuacion final es, por tanto:

|17(t) =vy + at| [4.2]

Pasemos ahora a la posicién. Sabemos que la velocidad es la derivada de la posicion, s(t),
en el tiempo:

ds(t)
dt

v(t) =

Por tanto, ¢qué funcidn, al derivarla, hace que obtengamos una expresion v(t) = A + Bt?.
La respuesta es clara: una funcion cuadratica:

s(t) = A+ Bt + Ct? [4.3]
Ahora bien, al derivarla, tenemos que:
v(t) = B + 2Ct

Pero eso debe ser igual a la ecuacién [4.2], luego:
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B:UO

v(t)=B+ZCt=v0+at=>{§C=_vg=> c-8
- S 2

Ya tenemos, pues, que la ecuacion de la posicion viene dada por:
1
s(t) = A+ vyt + Eat2 [4.4]

Ahora, llamemos s, a la posicién del objeto cuando t = 0, es decir, s(0). En la ecuacién
[4.4] tenemos que: s(0) = A = s,. Tenemos ya, por tanto, la ecuacion completa:

1
s(t) = sg + vot + Eat2 [4.5]

Obviamente, al derivar esta expresion, se obtiene la de la velocidad. Al derivarla por
segunda vez, se obtiene a(t) = a, como se esperaba.

Este razonamiento sirve para problemas mas complicados. En la vida real, al dejar caer un
objeto desde una altura, la aceleracion no siempre es constante e igual a —g, sino que el
rozamiento del aire “frena” el objeto. Pero no lo frena siempre igual: cuanta mas velocidad
tenga el objeto, mas se frena (cuando esta quieto no hay rozamiento). Puede demostrarse
(aungue no se hara aqui), que la aceleracion en caida libre es realmente una expresion del tipo:

a(t) = ae™ Pt

Donde a y B son pardmetros que pueden determinarse. Por ejemplo, cuando el tiempo es
cero (se suelta el objeto), la velocidad inicial es cero y la aceleracidn seria la de la gravedad. Por
tanto, se tiene que a(0) = a(e™®) =a =—g, de donde a = —g. El pardmetro 8 podria
obtenerse de forma similar. La pregunta que nos hacemos ahora es cual es la velocidad en este
caso. Hay que buscar una funcion que al derivarla nos de esta aceleracion. Del mismo modo
para la posicion. Puede demostrarse que las siguientes funciones cumplen los requisitos. A la
derecha esta la imposicion de que s(0) = s, y v(0) = vg, que también puede comprobarse:

s(t) =%e‘ﬁt +Ct+D 3 (s(t) =5, +v0t+%<t+%e_ﬁt>

v(t) = —%e-fft +C v =, +%(1 — e ht)

Estas son las ecuaciones que verdaderamente deberiamos utilizar para los movimientos, por
ejemplo, de caida libre. NoGtese que, con el mismo argumento, en el eje x también habria
aceleracion. No la expuesta anteriormente, sino una parte proporcional correspondiente al
rozamiento del aire.

Con las ecuaciones anteriores, ¢sabrias determinar lo que se llama velocidad terminal de
un objeto? (La velocidad terminal es la velocidad que lleva un objeto cuando ha pasado mucho
tiempo cayendo, que acaba siendo constante).
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