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1. Cinemática 
Consideramos en este apartado la cinemática de los movimientos de aceleración constante. 

Estos engloban a la mayor parte de los movimientos que suelen representarse, y cuyas 
ecuaciones vienen dadas por: 

�𝑟𝑟(𝑡𝑡) = 𝑟𝑟0 + �⃗�𝑣0𝑡𝑡 +
1
2
�⃗�𝑎𝑡𝑡2

�⃗�𝑣(𝑡𝑡) = �⃗�𝑣0 + �⃗�𝑎𝑡𝑡
� ⇒

⎩
⎪⎪
⎨

⎪⎪
⎧�𝑥𝑥(𝑡𝑡) = 𝑥𝑥0 + 𝑣𝑣0𝑥𝑥 𝑡𝑡 +

1
2
𝑎𝑎𝑥𝑥𝑡𝑡2

𝑣𝑣𝑥𝑥(𝑡𝑡) = 𝑣𝑣0𝑥𝑥 + 𝑎𝑎𝑥𝑥𝑡𝑡
�

�𝑦𝑦(𝑡𝑡) = 𝑦𝑦0 + 𝑣𝑣0𝑦𝑦 𝑡𝑡 +
1
2
𝑎𝑎𝑦𝑦𝑡𝑡2

𝑣𝑣𝑦𝑦 (𝑡𝑡) = 𝑣𝑣0𝑦𝑦 + 𝑎𝑎𝑦𝑦𝑡𝑡
�

� 

Estas ecuaciones representan la velocidad y la posición de una partícula para cada momento 
de tiempo. Habitualmente nos encontraremos con tiros en la atmósfera terrestre. En ese caso, la 
aceleración en el eje 𝑥𝑥, 𝑎𝑎𝑥𝑥 = 0, y la aceleración en el eje 𝑦𝑦, 𝑎𝑎𝑦𝑦 = −𝑔𝑔 = −9.81, la aceleración 
de la gravedad. Esto es, se tiene un movimiento uniforme en el eje 𝑥𝑥  y un movimiento 
uniformemente acelerado en el eje 𝑦𝑦: 

�𝑟𝑟(𝑡𝑡) = 𝑟𝑟0 + �⃗�𝑣0𝑡𝑡 +
1
2
�⃗�𝑎𝑡𝑡2

�⃗�𝑣(𝑡𝑡) = �⃗�𝑣0 + �⃗�𝑎𝑡𝑡
� ⇒

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧�
𝑥𝑥(𝑡𝑡) = 𝑥𝑥0 + 𝑣𝑣0𝑥𝑥 𝑡𝑡
𝑣𝑣𝑥𝑥(𝑡𝑡) = 𝑣𝑣0𝑥𝑥

�

�𝑦𝑦(𝑡𝑡) = 𝑦𝑦0 + 𝑣𝑣0𝑦𝑦 𝑡𝑡 −
1
2
𝑔𝑔𝑡𝑡2

𝑣𝑣𝑦𝑦(𝑡𝑡) = 𝑣𝑣0𝑦𝑦 − 𝑔𝑔𝑡𝑡
�
� 

No obstante, puede que haya algún problema en que esto no ocurra. Veremos algún ejemplo 
más adelante. 

La forma de resolver estos problemas se basa en los siguientes pasos: 

1. Esquematizar el problema 
2. Escoger un sistema de referencia apropiado 
3. Escribir las ecuaciones generales 
4. Sustituir los valores iniciales conocidos: 𝑥𝑥0,𝑦𝑦0,𝑣𝑣0𝑥𝑥 , 𝑣𝑣0𝑦𝑦 ,𝑎𝑎𝑥𝑥  y 𝑎𝑎𝑦𝑦  
5. Analizar qué ocurre en las situaciones que nos propone el problema. 

Veamos un ejemplo básico: 
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Ejemplo 1.1.

a) La altura máxima que alcanza. 

 Se dispara un proyectil con una velocidad de 20m/s desde el suelo, con un 
ángulo de 30 grados sobre la horizontal. Calcular: 

b) El tiempo que tarda en caer al suelo. 
c) El alcance (lugar donde cae) 
d) La velocidad cuando llega al suelo. 

El primer paso, como se ha dicho, es hacer un esquema del problema: 

 

 

 

 

En el esquema se indica el sistema de referencia utilizado con unas flechas, dando por hecho 
que el eje positivo del eje 𝑦𝑦 es hacia arriba, y el del eje 𝑥𝑥 es hacia la derecha. El siguiente 
problema al que nos enfrentamos (común a casi todos los problemas) es que no tenemos las 
componentes 𝑣𝑣0𝑥𝑥  y 𝑣𝑣0𝑦𝑦  de la velocidad, pero sí el vector �⃗�𝑣0  y el ángulo que forman. Para 
obtener las componentes, utilizamos trigonometría: 

 

 

 

 

 

En el esquema anterior, vemos que �⃗�𝑣0 = �⃗�𝑣0𝑥𝑥 + �⃗�𝑣0𝑦𝑦 . Pero lo más importante es que podemos 
hallar cada una de las componentes, sin más que hacer: 

�
𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐30 =

𝑣𝑣0𝑥𝑥

𝑣𝑣0
⇒ 𝑣𝑣0𝑥𝑥 = 𝑣𝑣0𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐30

𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠30 =
𝑣𝑣0𝑦𝑦

𝑣𝑣0
⇒ 𝑣𝑣0𝑦𝑦 = 𝑣𝑣0𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠30

� 

Ya tenemos las condiciones iniciales. La posición inicial, tanto de 𝑥𝑥 como de 𝑦𝑦 será cero (por 
dónde hemos escogido el sistema de referencia). Las velocidades iniciales acabamos de 
hallarlas, y la aceleración sólo existirá en el eje 𝑦𝑦, que será la de la gravedad. Las ecuaciones 
generales quedarán como: 

⎩
⎪⎪
⎨

⎪⎪
⎧�𝑥𝑥(𝑡𝑡) = 𝑥𝑥0 + 𝑣𝑣0𝑥𝑥 𝑡𝑡 +

1
2
𝑎𝑎𝑥𝑥𝑡𝑡2

𝑣𝑣𝑥𝑥(𝑡𝑡) = 𝑣𝑣0𝑥𝑥 + 𝑎𝑎𝑥𝑥𝑡𝑡
�

�𝑦𝑦(𝑡𝑡) = 𝑦𝑦0 + 𝑣𝑣0𝑦𝑦 𝑡𝑡 +
1
2
𝑎𝑎𝑦𝑦𝑡𝑡2

𝑣𝑣𝑦𝑦(𝑡𝑡) = 𝑣𝑣0𝑦𝑦 + 𝑎𝑎𝑦𝑦𝑡𝑡
�

� ⇒

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧�
𝑥𝑥(𝑡𝑡) = 𝑣𝑣0𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐30𝑡𝑡
𝑣𝑣𝑥𝑥(𝑡𝑡) = 𝑣𝑣0𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐30

�

�𝑦𝑦(𝑡𝑡) = 𝑣𝑣0𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠30𝑡𝑡 −
1
2

9.8𝑡𝑡2

𝑣𝑣𝑦𝑦(𝑡𝑡) = 𝑣𝑣0𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠30 − 9.81𝑡𝑡
�
� ⇒

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧�𝑥𝑥

(𝑡𝑡) = 10√3 𝑡𝑡
𝑣𝑣𝑥𝑥(𝑡𝑡) = 10√3

�

�𝑦𝑦
(𝑡𝑡) = 10𝑡𝑡 − 4.9𝑡𝑡2

𝑣𝑣𝑦𝑦(𝑡𝑡) = 10 − 9.81𝑡𝑡
�
�  

30° 
�⃗�𝑣0 

30° 

�⃗�𝑣0 
�⃗�𝑣0𝑥𝑥  

�⃗�𝑣0𝑦𝑦  
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Ahora, con estas ecuaciones, podemos hacer el resto del problema. 

a) Para hallar la altura máxima, debemos fijarnos en el punto verde del esquema. En ese 
punto, no conocemos a priori el tiempo que ha pasado, ni la posición en el eje 𝑥𝑥 o en el 
eje 𝑦𝑦. La velocidad en 𝑥𝑥 siempre es la misma, y no nos da información. Pero se cumple 
que la velocidad en el eje 𝑦𝑦, en ese punto, es cero. Llamemos 𝑡𝑡𝑚𝑚  al tiempo en alcanzar 
la altura máxima. Se tiene que: 

𝑣𝑣𝑦𝑦(𝑡𝑡𝑚𝑚 ) = 0 ⇒ 0 = 10 − 9.81 𝑡𝑡𝑚𝑚 ⇒ 𝑡𝑡𝑚𝑚 =
10

9.81
⇒ 𝑡𝑡𝑚𝑚 = 1.02 𝑐𝑐  

Sabiendo el tiempo transcurrido, podemos saber el resto de datos: 
𝑦𝑦(𝑡𝑡𝑚𝑚 ) = 10 𝑡𝑡𝑚𝑚 − 4.9 𝑡𝑡𝑚𝑚2 ⇒ 𝑦𝑦(𝑡𝑡𝑚𝑚 ) = 5.11 𝑚𝑚  

Si quisiésemos, podríamos también hallar el resto. 
b) Para hallar el tiempo que tarda en llegar al suelo, nos fijamos en el punto rojo de la 

figura. La condición que se cumple en dicho punto es que la altura del objeto es cero. 
Llamaremos 𝑡𝑡𝑐𝑐  al tiempo que tarda en llegar a dicho punto (c de caída): 

𝑦𝑦(𝑡𝑡𝑐𝑐 ) = 0 ⇒ 10 𝑡𝑡𝑐𝑐 − 4.9 𝑡𝑡𝑐𝑐2 = 0 ⇒ 𝑡𝑡𝑐𝑐(10 − 4.9𝑡𝑡𝑐𝑐 ) = 0 ⇒ �
𝑡𝑡𝑐𝑐 = 0 𝑐𝑐
𝑡𝑡𝑐𝑐 = 2.04 𝑐𝑐

� 

Obviamente, el resultado válido es el segundo. El primero no nos dice más que cuando 
el tiempo vale cero, también estamos en altura cero (a fin de cuentas cuando el tiempo 
es cero fue cuando lanzamos el objeto, y en ese momento estábamos a ras de suelo). 

c) Ya tenemos el tiempo de caída. Para ver el alcance, también nos fijamos en el punto 
rojo. Pero ya sabemos el tiempo que ha pasado en ese punto, por lo que: 

𝑥𝑥(𝑡𝑡𝑐𝑐 ) = 10√3 𝑡𝑡𝑐𝑐 = 10√3 · 2.04 ⇒ 𝑥𝑥(𝑡𝑡𝑐𝑐) = 35.33 𝑚𝑚  
d) De igual forma, hallamos las componentes de la velocidad en ese punto: 

�𝑣𝑣𝑥𝑥(𝑡𝑡𝑐𝑐) = 10√3
𝑣𝑣𝑦𝑦(𝑡𝑡𝑐𝑐) = 10− 9.81𝑡𝑡𝑐𝑐

� ⇒ �
𝑣𝑣𝑥𝑥(𝑡𝑡𝑐𝑐) = 17.32 𝑚𝑚/𝑐𝑐
𝑣𝑣𝑦𝑦(𝑡𝑡𝑐𝑐 ) = −10.01 𝑚𝑚/𝑐𝑐

�  

La velocidad, en módulo, será por tanto: 

|�⃗�𝑣(𝑡𝑡𝑐𝑐)| = 𝑣𝑣(𝑡𝑡𝑐𝑐) = �𝑣𝑣𝑥𝑥2(𝑡𝑡𝑐𝑐) + 𝑣𝑣𝑦𝑦2(𝑡𝑡𝑐𝑐) ⇒ 𝑣𝑣(𝑡𝑡𝑐𝑐) = 20 𝑚𝑚/𝑐𝑐  

 
No es pura casualidad que la velocidad sea la misma que al principio. A fin de cuentas, 
el objeto va perdiendo velocidad según va subiendo, de igual forma que gana energía 
potencial. Pero al descender, convierte de nuevo la energía potencial en energía 
cinética, de forma que al hallarse a la misma altura que al principio, vuelve a tener la 
misma velocidad inicial. Por energías, tendríamos: 

𝐸𝐸𝑚𝑚𝐴𝐴 = 𝐸𝐸𝑚𝑚𝐵𝐵 ⇒ 𝐸𝐸𝑐𝑐𝐴𝐴 + 𝐸𝐸𝑝𝑝𝐴𝐴 = 𝐸𝐸𝑐𝑐𝐵𝐵 + 𝐸𝐸𝑝𝑝𝐵𝐵  
1
2
𝑚𝑚𝑣𝑣𝐴𝐴2 +𝑚𝑚𝑔𝑔ℎ𝐴𝐴���

0

=
1
2
𝑚𝑚𝑣𝑣𝐵𝐵2 +𝑚𝑚𝑔𝑔ℎ𝐵𝐵���

0

 

1
2
𝑚𝑚𝑣𝑣𝐴𝐴2 =

1
2
𝑚𝑚𝑣𝑣𝐵𝐵2 ⇒ 𝑣𝑣𝐴𝐴 = 𝑣𝑣𝐵𝐵  
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1.1. 

 

Ejercicios resueltos: 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Las ecuaciones de movimiento (movimiento constante, aceleración cero) para María y Roberto 
serán: 

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧
𝑥𝑥𝑀𝑀(𝑡𝑡) = 𝑥𝑥0𝑀𝑀 + 𝑣𝑣0𝑀𝑀𝑥𝑥 𝑡𝑡
𝑦𝑦𝑀𝑀(𝑡𝑡) = 𝑦𝑦0𝑀𝑀 + 𝑣𝑣0𝑀𝑀𝑦𝑦 𝑡𝑡

𝑥𝑥𝑅𝑅(𝑡𝑡) = 𝑥𝑥0𝑅𝑅 + 𝑣𝑣0𝑅𝑅𝑥𝑥 𝑡𝑡
𝑦𝑦𝑅𝑅(𝑡𝑡) = 𝑦𝑦0𝑅𝑅 + 𝑣𝑣0𝑅𝑅𝑦𝑦 𝑡𝑡

� 

Por sencillez, supongamos que el origen de coordenadas está, para el eje 𝑥𝑥, en la posición de 
Roberto, y para el eje 𝑦𝑦, en la posición de María. Es decir, dónde indica el “+” en el esquema. 
Según esto, y descomponiendo la velocidad de Roberto en sus componentes en ambos ejes: 

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧
𝑥𝑥𝑀𝑀(𝑡𝑡) = 26𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐30
𝑦𝑦𝑀𝑀(𝑡𝑡) = 8𝑡𝑡

𝑥𝑥𝑅𝑅(𝑡𝑡) = 6𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 𝑡𝑡
𝑦𝑦𝑅𝑅(𝑡𝑡) = 8𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠30 + 6𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠𝑐𝑐 𝑡𝑡

� 

Sin embargo, estas no son las ecuaciones reales que describen los movimientos, pues sabemos 
que Roberto sale una hora más tarde que María. En este caso, a María le habrá dado tiempo a 
recorrer un espacio adicional (8 millas). Es decir, en las ecuaciones de María deberemos 
cambiar 𝑡𝑡 por 𝑡𝑡 + 1: 

𝑀𝑀 

𝜃𝜃 = 30º 

26 𝑚𝑚𝑚𝑚 

8 𝑚𝑚𝑚𝑚/ℎ 

6 𝑚𝑚𝑚𝑚/ℎ 

𝑐𝑐 𝑅𝑅 
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⎩
⎪
⎨

⎪
⎧
𝑥𝑥𝑀𝑀(𝑡𝑡) = 26𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐30
𝑦𝑦𝑀𝑀(𝑡𝑡) = 8𝑡𝑡 + 8

𝑥𝑥𝑅𝑅(𝑡𝑡) = 6𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 𝑡𝑡
𝑦𝑦𝑅𝑅(𝑡𝑡) = 8𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠30 + 6𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠𝑐𝑐 𝑡𝑡

� 

Estas sí son las ecuaciones que describen el movimiento en general. Ahora bien, en el punto en 
que se encuentran, coincidirá tanto la posición como el tiempo: 

�
𝑥𝑥𝑀𝑀�𝑡𝑡𝑓𝑓𝑚𝑚𝑠𝑠𝑎𝑎𝑓𝑓 � = 𝑥𝑥𝑅𝑅�𝑡𝑡𝑓𝑓𝑚𝑚𝑠𝑠𝑎𝑎𝑓𝑓 �
𝑦𝑦𝑀𝑀�𝑡𝑡𝑓𝑓𝑚𝑚𝑠𝑠𝑎𝑎𝑓𝑓 � = 𝑦𝑦𝑅𝑅�𝑡𝑡𝑓𝑓𝑚𝑚𝑠𝑠𝑎𝑎𝑓𝑓 �

� → �
26𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐30 = 6𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 𝑡𝑡𝑓𝑓𝑚𝑚𝑠𝑠𝑎𝑎𝑓𝑓
8𝑡𝑡𝑓𝑓𝑚𝑚𝑠𝑠𝑎𝑎𝑓𝑓 + 8 = 8𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠30 + 6𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠𝑐𝑐 𝑡𝑡𝑓𝑓𝑚𝑚𝑠𝑠𝑎𝑎𝑓𝑓

� 

Despejando 𝑡𝑡𝑓𝑓𝑚𝑚𝑠𝑠𝑎𝑎𝑓𝑓  de la primera ecuación y sustituyendo en la segunda: 

𝑡𝑡𝑓𝑓𝑚𝑚𝑠𝑠𝑎𝑎𝑓𝑓 =
26𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐30

6𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐
→ 8

26𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐30
6𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐

+ 8 = 8𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠30 + 6𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠𝑐𝑐 
26𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐30

6𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐
 

Ecuación en que debemos despejar el ángulo 𝑐𝑐 . Para ello comencemos por simplificar la 
ecuación: 

8.26. 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐30 + 8.6. 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 = 8.6. 𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠30𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 + 6.26. 𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠𝑐𝑐 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐30 

2.26.
√3
2

+ 2.6. 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 = 2.6.
1
2
𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 + 3.13. 𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠𝑐𝑐

√3
2

 

𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐(12 − 6) + 26√3 =
39√3

2
𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠𝑐𝑐 

Con 𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠𝑐𝑐 = √1− 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐2 𝑐𝑐 y elevando al cuadrado: 

36𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐2𝑐𝑐 + 262. 3 + 12.26.√3𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 =
392. 3

4
(1− 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐2 𝑐𝑐) 

144𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐2𝑐𝑐 + 2028 + 312√3𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 = 4563(1− 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐2 𝑐𝑐) 

4687𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐2𝑐𝑐 + 312√3𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 − 2535 = 0 

𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 =
−312√3 ± √292032 + 47526180

9374
=
−540′39 ± 6915′07

9374
= 0′68 

Luego: 

𝑐𝑐 = 𝑎𝑎𝑟𝑟𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐0′68 = 0.82𝑟𝑟𝑎𝑎𝑟𝑟 = 47º 

NOTA: es muy posible que haya una forma mucho más sencilla de hallar el ángulo. 
Posiblemente escogiendo mejor el origen de coordenadas. 
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Estudiamos en el problema dos partes distintas de la tostada. Por un lado, el movimiento de 
translación, y por otro, el movimiento de rotación. El movimiento de translación se estudia 
como se hacía en los primeros temas. Asumiendo que la altura inicial de la tostada es la altura 
de la mesa, y llamándola ℎ: 

𝑦𝑦 = 𝑦𝑦0 + 𝑣𝑣0𝑡𝑡 −
1
2
𝑔𝑔𝑡𝑡2

𝑦𝑦 = ℎ −
1
2
𝑔𝑔𝑡𝑡2

 

De forma que el tiempo que tarda la tostada en caer al suelo será: 

𝑡𝑡𝑐𝑐𝑎𝑎𝑚𝑚 𝑟𝑟𝑎𝑎 = �
2ℎ
𝑔𝑔

 

Por otro lado, las ecuaciones de la rotación de la tostada vienen dadas por: 

�𝜃𝜃 = 𝜃𝜃0 +𝜔𝜔𝑡𝑡 +
1
2
𝑐𝑐𝑡𝑡2

𝜔𝜔 = 𝜔𝜔0 + 𝑐𝑐𝑡𝑡
� →

⎩
⎨

⎧𝜃𝜃 =
𝜋𝜋
6

+ 0.956�
𝑔𝑔
𝑓𝑓
𝑡𝑡

𝜔𝜔 = 𝜔𝜔0 = 0.956�
𝑔𝑔
𝑓𝑓

� 

Donde hemos usado los datos del enunciado, y supuesto que no hay aceleración angular (no hay 
nada que la cause). Según esto, el ángulo con el que la tostada llega al suelo (recordemos que 
hemos llamado ℎ a la altura de la mesa) será: 

𝜃𝜃𝑓𝑓 =
𝜋𝜋
6

+ 0.956�
𝑔𝑔
𝑓𝑓
�

2ℎ
𝑔𝑔

=
𝜋𝜋
6

+ 0.956�
2ℎ
𝑓𝑓

 

Con los datos del problema, 𝑓𝑓 = 0.1𝑚𝑚 y una altura de 0.5𝑚𝑚 y 1𝑚𝑚 respectivamente: 

𝜃𝜃𝑓𝑓
ℎ = 0.5𝑚𝑚 203.21°
ℎ = 1𝑚𝑚 274.96°

 

Luego, efectivamente, se demuestra físicamente (bajo los condicionantes y aproximaciones del 
problema), que la tostada en el primer caso cae aproximadamente con la mermelada hacia abajo 
. En el segundo caso no es estrictamente así, pero no se queda lejos. Así pues podemos decir que 
en una mesa de tamaño normal (de entre medio metro y aproximadamente algo menos de un 
metro), la tostada bajo estas condiciones caerá con la mermelada hacia abajo. 

Más estrictamente hablando, las alturas límites para que esto ocurra (para que el ángulo esté 
comprendido entre 180 y 270 grados): 

ℎ
𝜃𝜃 = 180 0.37𝑚𝑚
𝜃𝜃 = 270 0.95𝑚𝑚

 

Así que una mesa entre estas alturas tiene la “propiedad” de lanzar la tostada con la mermelada 
hacia el suelo. 
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La velocidad angular, expresada en términos de la velocidad lineal es 𝜔𝜔 = 𝑣𝑣/𝑟𝑟 

La velocidad angular, por tanto, será la misma en los dos carretes cuando ambos 
tengan el mismo área. Esto ocurrirá cuando: 

𝐴𝐴 =
1
2
𝐴𝐴𝑚𝑚 =

1
2

(𝜋𝜋𝑅𝑅2 − 𝜋𝜋𝑟𝑟2) = 𝜋𝜋𝑅𝑅𝑓𝑓2 − 𝜋𝜋𝑟𝑟2 

Despejando 𝑅𝑅𝑓𝑓 : 

𝑅𝑅𝑓𝑓 = �𝑅𝑅
2 + 𝑟𝑟2

2
= 32.93𝑚𝑚𝑚𝑚 

En esta situación: 

𝜔𝜔 = 𝑣𝑣/𝑅𝑅𝑓𝑓  

Dicha velocidad lineal viene dada por 𝑣𝑣 = 246𝑚𝑚
2ℎ

= 0.03416𝑚𝑚/𝑐𝑐: 

𝜔𝜔 = 1.06
𝑟𝑟𝑎𝑎𝑟𝑟
𝑐𝑐

= 10.12
𝑟𝑟𝑠𝑠𝑣𝑣
𝑚𝑚𝑚𝑚𝑠𝑠
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1.2. 

 

Ejercicios propuestos: 
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2. Dinámica 
Si la cinemática se encarga de determinar cómo se mueve un objeto, conocidas las 

condiciones de posición, velocidad y aceleración, la dinámica se encarga fundamentalmente de 
hallar esta última, la aceleración, y su relación con la fuerza. Básicamente, la única ecuación 
importante de este tema es la 2º ley de Newton, que se expone a continuación: 

��⃗�𝐹
𝑁𝑁

𝑚𝑚=1

= 𝑚𝑚�⃗�𝑎  

Aunque la notación pueda parecer un poco desconcertante, repasemos brevemente el 
concepto de sumatorio. El sumatorio indica que se parta de la variable 𝑚𝑚 con valor 1 y se escriba 
lo que lleve dentro. A continuación, se suma a lo anterior lo mismo, pero ahora con la variable 
𝑚𝑚 = 2, luego 𝑚𝑚 = 3, y así hasta que se llegue hasta 𝑁𝑁. Por poner un ejemplo: 

�
𝑚𝑚2 + 1
𝑚𝑚

4

𝑚𝑚=1

=
12 + 1

1
+

22 + 1
2

+
32 + 1

3
+

42 + 1
4

= 2 +
5
2

+
10
3

+
17
4

=
145
12

 

En nuestro caso, es obviamente más sencillo el desarrollo: 

��⃗�𝐹
𝑁𝑁

𝑚𝑚=1

= 𝑚𝑚�⃗�𝑎 ⇒ �⃗�𝐹1 + �⃗�𝐹2 + �⃗�𝐹3 +⋯+ �⃗�𝐹𝑁𝑁 = 𝑚𝑚�⃗�𝑎  

Lo que aquí dice es que la suma de todas las fuerzas es proporcional a la aceleración. Hay 
que notar que las fuerzas son vectores y, por tanto, pueden cancelarse entre sí. Por ejemplo si 
tuviésemos dos fuerzas opuestas, al sumar sus vectores se cancelarían, y la ecuación diría que 
no hay aceleración (dos fuerzas opuestas es equivalente a que no actúa ninguna fuerza). 

Para nuestros problemas, deberemos escribir esta ecuación, y descomponer cada fuerza en 
sus componentes vertical y horizontal, para determinar la aceleración en cada eje. Los pasos a 
seguir son: 

1. Dibujar un esquema del problema, dibujando las fuerzas involucradas 
2. Escoger un sistema de referencia apropiado 
3. Escribir la 2º ley de Newton y desarrollarla 
4. Descomponer cada fuerza y sumarlas 

Como ejemplo de aplicación, veamos el siguiente: 
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Ejemplo 2.1.

 

 Un cuadro se cuelga del techo, de forma que los cables forman ángulos 
𝜶𝜶 = 𝟑𝟑𝟑𝟑° y 𝜷𝜷 = 𝟒𝟒𝟒𝟒°, como indica el dibujo. Hallar las tensiones de los cables, suponiendo que 
la masa del objeto es de 𝟒𝟒𝟒𝟒𝟒𝟒, para que el cuadro esté en equilibrio. 

 

 

 

 

Escribimos la 2º ley de Newton, y desarrollamos: 

��⃗�𝐹 = 𝑚𝑚�⃗�𝑎 ⇒ 𝑇𝑇�⃗ 1 + 𝑇𝑇�⃗ 2 + 𝑃𝑃�⃗ = 0�⃗  

Donde hemos hecho �⃗�𝑎 = 0�⃗ , pues el objeto debe estar en equilibrio (no se mueve, velocidad 
constante e igual a cero, aceleración cero). 

El problema que tenemos ahora es que debemos descomponer las fuerzas en sus componentes. 
Con el sistema de referencia indicado mediante flechas en el esquema (típico sistema 𝑚𝑚 − 𝑗𝑗), el 
peso queda ya como 𝑃𝑃�⃗ = −𝑃𝑃𝑗𝑗, donde 𝑃𝑃 indica el módulo de la fuerza. Pero las otras dos tienen 
componentes en los dos ejes, que habrá que calcular. Para empezar, vemos qué ángulo forma 
la fuerza 𝑇𝑇�⃗1 con la horizontal: 

 

 

 

 

Sabiendo esto, pasamos a descomponer: 

 

 

 

 

 

Del dibujo, notamos que: 𝑇𝑇�⃗ 1 = 𝑇𝑇�⃗1𝑥𝑥 + 𝑇𝑇�⃗ 1𝑦𝑦 . Pero esto no es lo que realmente nos interesa, sino 
cuál es el módulo de cada una. Para ello utilizamos trigonometría: 

𝑐𝑐 = 30 𝛽𝛽 = 45 

𝑇𝑇�⃗1 𝑇𝑇�⃗ 2 

𝑃𝑃�⃗  

𝑐𝑐 = 30 
60 

𝑐𝑐 = 30 

𝑐𝑐 = 30 

𝑇𝑇�⃗1 𝑇𝑇�⃗1𝑦𝑦  

𝑇𝑇�⃗1𝑥𝑥  
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⎩
⎨

⎧𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠30 =
𝑇𝑇1𝑦𝑦

𝑇𝑇1
⇒ 𝑇𝑇1𝑦𝑦 = 𝑇𝑇1𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠30

𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐30 =
𝑇𝑇1𝑥𝑥

𝑇𝑇1
⇒ 𝑇𝑇1𝑥𝑥 = 𝑇𝑇1𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐30

� 

E igual para 𝑇𝑇�⃗ 2 . En nuestra ecuación de Newton, no tenemos más que escribir los sentidos de 
las fuerzas. Por ejemplo, 𝑇𝑇1𝑥𝑥  es negativa, pues apunta a la izquierda, mientras que 𝑇𝑇1𝑦𝑦  es 
positiva, pues apunta hacia arriba: 

��⃗�𝐹 = 0�⃗  

𝑇𝑇�⃗1 + 𝑇𝑇�⃗ 2 + 𝑃𝑃�⃗ = 0�⃗  

−𝑇𝑇1𝑥𝑥 𝑚𝑚 + 𝑇𝑇1𝑦𝑦 𝑗𝑗 + 𝑇𝑇2𝑥𝑥 𝑚𝑚 + 𝑇𝑇2𝑦𝑦 𝑗𝑗 − 𝑃𝑃𝑗𝑗 = 0𝑚𝑚 + 0𝑗𝑗 

Ahora bien, para que eso se cumpla, debe cumplirse para cada eje por separado, esto es: 

𝐸𝐸𝑗𝑗𝑠𝑠 𝑚𝑚 −𝑇𝑇1𝑥𝑥 + 𝑇𝑇2𝑥𝑥 = 0
𝐸𝐸𝑗𝑗𝑠𝑠 𝑗𝑗 𝑇𝑇1𝑦𝑦 + 𝑇𝑇2𝑦𝑦 − 𝑃𝑃 = 0 

O lo que es lo mismo, sabiendo la expresión del módulo de cada fuerza: 

�−𝑇𝑇1𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 + 𝑇𝑇2𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝛽𝛽 = 0
𝑇𝑇1𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠𝑐𝑐 + 𝑇𝑇2𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠𝛽𝛽 −𝑚𝑚𝑔𝑔 = 0

� 

Donde sabemos todo salvo 𝑇𝑇1  y 𝑇𝑇2 . Lo que tenemos es un sistema de ecuaciones, de fácil 
solución: 

𝑇𝑇1 = 𝑇𝑇2
𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝛽𝛽
𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐

⇒ 𝑇𝑇2
𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝛽𝛽
𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐

𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠𝑐𝑐 + 𝑇𝑇2𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠𝛽𝛽 − 𝑚𝑚𝑔𝑔 = 0 

𝑇𝑇2(𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝛽𝛽𝑡𝑡𝑔𝑔𝑐𝑐 + 𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠𝛽𝛽) = 𝑚𝑚𝑔𝑔 

𝑇𝑇2 =
𝑚𝑚𝑔𝑔

𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝛽𝛽 𝑡𝑡𝑔𝑔𝑐𝑐 + 𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠𝛽𝛽
⇒ 𝑇𝑇1 =

𝑚𝑚𝑔𝑔
𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 𝑡𝑡𝑔𝑔𝛽𝛽 + 𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠𝑐𝑐
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El problema que acabamos de ver es el típico problema introductorio para el análisis de fuerzas. 
Pero hay otro problema más típico, el del plano inclinado. Veámoslo: 

Ejercicio 2.2. Una caja se encuentra situada en un plano inclinado 30 grados sobre la 
horizontal. La altura de la caja sobre el suelo es de 2 metros, y el coeficiente de rozamiento es 
𝝁𝝁 = 𝟑𝟑.𝟑𝟑. Hallar: 

a) La aceleración con la que cae la caja 
b) El tiempo que tarda en caer al suelo 

Colocamos el esquema, con las fuerzas marcadas (en rojo), y el sistema de referencia (en azul). 
Este sistema de referencia le situamos rotado, de forma que abarque la mayor parte de fuerzas 
y tengamos que descompongar menos: 

 

 

 

 

 

 

 

Según el esquema, tenemos que la fuerza normal está justo en el eje 𝑗𝑗. La fuerza de rozamiento 
la hemos colocado justo en el −𝑚𝑚. Pero la fuerza del peso habrá que descomponerla: 

𝑃𝑃�⃗ = 𝑃𝑃𝑥𝑥𝑚𝑚 − 𝑃𝑃𝑦𝑦𝑗𝑗 

Nótese en el dibujo por qué la componente x es positiva y la componente y es negativa. 
Utilizando trigonometría, vemos que 𝑃𝑃𝑥𝑥 = 𝑃𝑃𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠30  y 𝑃𝑃𝑦𝑦 = 𝑃𝑃𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐30 . Notemos que esta 
descomposición es diferente a la que habitualmente obteníamos con los lanzamientos en los 
tiros oblicuos. 

Escribimos la 2º ley de Neewton y la desarrollamos: 

��⃗�𝐹 = 𝑚𝑚�⃗�𝑎 

𝑃𝑃�⃗ + �⃗�𝐹𝑟𝑟𝑐𝑐𝑟𝑟 +𝑁𝑁��⃗ = 𝑚𝑚�⃗�𝑎 

𝑃𝑃𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠30𝑚𝑚 − 𝑃𝑃𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐30𝑗𝑗 − 𝐹𝐹𝑟𝑟𝑐𝑐𝑟𝑟 𝑚𝑚 +𝑁𝑁𝑗𝑗 = 𝑚𝑚𝑎𝑎𝑚𝑚 

Hemos supuesto que la aceleración sigue el eje 𝑚𝑚. Si tuviese alguna componente en el eje 𝑗𝑗, el 
objeto se “despegaría” del suelo, o se hundiría en él. Descomponemos ahora la ecuación 
anterior en sus dos componentes: 

�𝐸𝐸𝑗𝑗𝑠𝑠 𝑚𝑚 𝑃𝑃𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠30− 𝐹𝐹𝑟𝑟𝑐𝑐𝑟𝑟 = 𝑚𝑚𝑎𝑎
𝐸𝐸𝑗𝑗𝑠𝑠 𝑗𝑗 −𝑃𝑃𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐30 +𝑁𝑁 = 0

� 

𝑁𝑁��⃗  �⃗�𝐹𝑟𝑟𝑐𝑐𝑟𝑟  

 

𝑃𝑃�⃗  
30° 

2𝑚𝑚 
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Lo único que nos queda por hacer es sustituir en las expresiones anteriores las expresiones de 
cada fuerza. Recordemos que 𝐹𝐹𝑟𝑟𝑐𝑐𝑟𝑟 = 𝜇𝜇𝑁𝑁, y que el peso 𝑃𝑃 = 𝑚𝑚𝑔𝑔 (ambos en módulo, por lo que 
no llevan signo): 

�𝑚𝑚𝑔𝑔𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠30 − 𝜇𝜇𝑁𝑁 = 𝑚𝑚𝑎𝑎
𝑁𝑁 = 𝑚𝑚𝑔𝑔𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐30

� 

Dado que lo único que no conocemos es la normal 𝑁𝑁 y la aceleración, tenemos un sistema de 
dos ecuaciones y dos incógnitas. Para resolverlo, y como sólo nos interesa la aceleración, 
sustituimos la normal ya despejada de la segunda ecuación en la primera: 

𝑚𝑚𝑔𝑔𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠30 − 𝜇𝜇𝑚𝑚𝑔𝑔𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐30 = 𝑚𝑚𝑎𝑎 ⇒ 𝑎𝑎 = 𝑔𝑔(𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠30 − 𝜇𝜇𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐30)  

Que en números, resulta ser de: 𝑎𝑎 = 2.35 𝑚𝑚/𝑐𝑐2  

 

Para hacer ahora el segundo apartado, nos fijamos en que en el eje 𝑚𝑚, tenemos un movimiento 
uniformemente acelerado. No vamos a estudiar un movimiento oblicuo, con dos coordenadas, 
pues todo el movimiento se desarrolla en el eje 𝑚𝑚. Así pues, recurrimos a las ecuaciones de 
movimiento: 

�𝑐𝑐(𝑡𝑡) = 𝑐𝑐0 + 𝑣𝑣0𝑡𝑡 +
1
2
𝑎𝑎𝑡𝑡2

𝑣𝑣(𝑡𝑡) = 𝑣𝑣0 + 𝑎𝑎𝑡𝑡
� 

En donde, situando el sistema de referencia donde indica el dibujo, tendríamos que la posición 
inicial es cero, y la velocidad inicial también (se deja caer…). Así pues, sustituyendo la 
aceleración antes obtenida: 

�𝑐𝑐(𝑡𝑡) = 1.175𝑡𝑡2

𝑣𝑣(𝑡𝑡) = 2.35𝑡𝑡
� 

Queremos fijarnos en el momento en que cae al suelo. Para ese momento, y conocida la altura 
del plano inclinado, podemos conocer la distancia recorrida. Utilizando trigonometría: 

𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠30 =
2
ℎ
⇒ ℎ = 4𝑚𝑚 

Con lo cual: 

𝑐𝑐(𝑡𝑡𝑐𝑐𝑎𝑎𝑚𝑚𝑟𝑟𝑎𝑎 ) = 4 = 1.175𝑡𝑡𝑐𝑐𝑎𝑎𝑚𝑚𝑟𝑟𝑎𝑎2 ⇒ 𝑡𝑡𝑐𝑐𝑎𝑎𝑚𝑚𝑟𝑟𝑎𝑎 = 1.845 𝑐𝑐  
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2.1. 

 

Ejercicios propuestos 
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3. Ejercicios varios 

3.1. 

 

88
𝑘𝑘𝑚𝑚
ℎ

1ℎ
3600𝑐𝑐

1000𝑚𝑚
1𝑘𝑘𝑚𝑚

=
220

9
𝑚𝑚/𝑐𝑐 

La distancia recorrida vendrá dada por: 

𝑥𝑥 = 𝑥𝑥0 + 𝑣𝑣0𝑡𝑡 → 𝑥𝑥 =
220

9
𝑚𝑚
𝑐𝑐

× 1𝑐𝑐 =
220

9
𝑚𝑚 = 24.44𝑚𝑚 

Cinemática 

 

Planteamos las ecuaciones para ambos vehículos: 

𝑥𝑥(𝑡𝑡) = 𝑥𝑥0 + 𝑣𝑣0𝑡𝑡 �𝑥𝑥𝐴𝐴
(𝑡𝑡) = 𝑣𝑣0𝐴𝐴𝑡𝑡

𝑥𝑥𝐵𝐵(𝑡𝑡) = 𝑟𝑟 + 𝑣𝑣0𝐵𝐵𝑡𝑡
� 

En ese momento, el auto A comienza a frenar: 

�𝑥𝑥𝐴𝐴(𝑡𝑡) = 𝑣𝑣0𝐴𝐴𝑡𝑡 −
1
2
𝑎𝑎𝑡𝑡2

𝑥𝑥𝐵𝐵(𝑡𝑡) = 𝑟𝑟 + 𝑣𝑣0𝐵𝐵𝑡𝑡
� 

Cuando los vehículos colisionan, 𝑥𝑥𝐴𝐴 = 𝑥𝑥𝐵𝐵 

𝑣𝑣0𝐴𝐴𝑡𝑡 −
1
2
𝑎𝑎𝑡𝑡2 = 𝑟𝑟 + 𝑣𝑣0𝐵𝐵𝑡𝑡 

=
1
2
𝑎𝑎𝑡𝑡2 − (𝑣𝑣0𝐴𝐴 − 𝑣𝑣0𝐵𝐵)𝑡𝑡 + 𝑟𝑟 = 0 → 𝑡𝑡 =

𝑣𝑣0𝐴𝐴 − 𝑣𝑣0𝐵𝐵 ±�(𝑣𝑣0𝐴𝐴 − 𝑣𝑣0𝐵𝐵)2 − 2𝑎𝑎𝑟𝑟
𝑎𝑎

 

Para que la exista solución, el discriminante debe ser positivo: 

(𝑣𝑣0𝐴𝐴 − 𝑣𝑣0𝐵𝐵)2 − 2𝑎𝑎𝑟𝑟 > 0 → 𝑣𝑣0𝐴𝐴 − 𝑣𝑣0𝐵𝐵 > √2𝑎𝑎𝑟𝑟  
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Las ecuaciones de movimiento del proyectil (P), y del blanco (B) son: 

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧
𝑥𝑥𝑃𝑃(𝑡𝑡) = 𝑣𝑣0𝑃𝑃𝑥𝑥 𝑡𝑡
𝑣𝑣𝑃𝑃(𝑡𝑡) = 𝑣𝑣0𝑃𝑃𝑥𝑥

𝑦𝑦𝑃𝑃(𝑡𝑡) = 𝑣𝑣0𝑃𝑃𝑦𝑦 𝑡𝑡 −
1
2
𝑔𝑔𝑡𝑡2

𝑣𝑣𝑦𝑦𝑃𝑃 (𝑡𝑡) = 𝑣𝑣0𝑃𝑃𝑦𝑦 − 𝑔𝑔𝑡𝑡

�

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧
𝑥𝑥𝐵𝐵(𝑡𝑡) = 𝑟𝑟
𝑣𝑣𝐵𝐵(𝑡𝑡) = 0

𝑦𝑦𝐵𝐵(𝑡𝑡) = ℎ −
1
2
𝑔𝑔𝑡𝑡2

𝑣𝑣𝑦𝑦𝐵𝐵 (𝑡𝑡) = −𝑔𝑔𝑡𝑡

� 

En el momento en que se encuentran, 𝑥𝑥𝑃𝑃 = 𝑥𝑥𝐵𝐵 y 𝑦𝑦𝑃𝑃 = 𝑦𝑦𝐵𝐵: 

�
𝑥𝑥𝑃𝑃�𝑡𝑡𝑓𝑓� = 𝑥𝑥𝐵𝐵�𝑡𝑡𝑓𝑓� ⟹ 𝑣𝑣0𝑃𝑃𝑥𝑥 𝑡𝑡𝑓𝑓 = 𝑟𝑟

𝑦𝑦𝑃𝑃�𝑡𝑡𝑓𝑓� = 𝑦𝑦𝐵𝐵�𝑡𝑡𝑓𝑓� ⟹ 𝑣𝑣0𝑃𝑃𝑦𝑦 𝑡𝑡𝑓𝑓 −
1
2
𝑔𝑔𝑡𝑡𝑓𝑓2 = ℎ −

1
2
𝑔𝑔𝑡𝑡𝑓𝑓2

� 

De la primera de las expresiones obtenemos el tiempo que tardan en encontrarse: 

𝑡𝑡𝑓𝑓 =
𝑟𝑟

𝑣𝑣0𝑃𝑃𝑥𝑥
 

Que en la segunda: 

𝑣𝑣0𝑃𝑃𝑦𝑦
𝑟𝑟

𝑣𝑣0𝑃𝑃𝑥𝑥
= ℎ [1] 

Ahora bien, las velocidades inicial y final del proyectil, puesto que apunta inicialmente 
al objeto, vendrá dado en función de la altura ℎ y de la distancia al objeto 𝑟𝑟: 

�𝑣𝑣0𝑃𝑃𝑥𝑥 = 𝑣𝑣0𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝜃𝜃 = 𝑣𝑣0
𝑟𝑟

√𝑟𝑟2 + ℎ2
� �𝑣𝑣0𝑃𝑃𝑦𝑦 = 𝑣𝑣0𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠𝜃𝜃 = 𝑣𝑣0

ℎ
√𝑟𝑟2 + ℎ2

� 

Introduciendo esto en la expresión [1]: 

𝑣𝑣0
ℎ

√𝑟𝑟2 + ℎ2

𝑟𝑟

𝑣𝑣0
𝑟𝑟

√𝑟𝑟2 + ℎ2

= ℎ → 1 = 1 

Esta ecuación se cumple independientemente de la velocidad inicial. 
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Las ecuaciones de movimiento del objeto son: 

�𝑦𝑦(𝑡𝑡) = 𝑣𝑣0𝑡𝑡 −
1
2
𝑔𝑔𝑡𝑡2

𝑣𝑣(𝑡𝑡) = 𝑣𝑣0 − 𝑔𝑔𝑡𝑡
� 

Sabemos la velocidad que alcanza en la mitad de la altura máxima. Esta altura máxima 
la podemos determinar haciendo 𝑣𝑣 = 0: 

𝑣𝑣(𝑡𝑡𝑚𝑚𝑎𝑎𝑥𝑥 ) = 𝑣𝑣0 − 𝑔𝑔𝑡𝑡𝑚𝑚𝑎𝑎𝑥𝑥 = 0 → 𝑡𝑡𝑚𝑚𝑎𝑎𝑥𝑥 = 𝑣𝑣0/𝑔𝑔 

𝑦𝑦𝑚𝑚𝑎𝑎𝑥𝑥 = 𝑦𝑦(𝑡𝑡𝑚𝑚𝑎𝑎𝑥𝑥 ) = 𝑣𝑣0𝑡𝑡𝑚𝑚𝑎𝑎𝑥𝑥 −
1
2
𝑔𝑔𝑡𝑡𝑚𝑚𝑎𝑎𝑥𝑥2 = 𝑣𝑣0

𝑣𝑣0

𝑔𝑔
−

1
2
𝑔𝑔
𝑣𝑣0

2

𝑔𝑔2 =
𝑣𝑣0

2

2𝑔𝑔
 

La mitad de la altura máxima será, pues: 

𝑦𝑦1/2 =
𝑣𝑣0

2

4𝑔𝑔
 

Ahora revertimos el proceso. El tiempo que tarda en alcanzar la mitad de la altura 
máxima será: 

𝑦𝑦1/2 = 𝑦𝑦�𝑡𝑡1/2� = 𝑣𝑣0𝑡𝑡1/2 −
1
2
𝑔𝑔𝑡𝑡1/2

2 =
𝑣𝑣0

2

4𝑔𝑔
 

Recolocando la expresión: 

1
2
𝑔𝑔𝑡𝑡1/2

2 − 𝑣𝑣0𝑡𝑡1/2 +
𝑣𝑣0

2

4𝑔𝑔
= 0 → 𝑡𝑡1/2 =

𝑣𝑣0 ±�𝑣𝑣0
2 − 4 �1

2𝑔𝑔� �
𝑣𝑣0

2

4𝑔𝑔�

𝑔𝑔
=
𝑣𝑣0 ± �𝑣𝑣0

2

2
𝑔𝑔

 

Tomando la solución positiva, podemos expresar este tiempo como: 

𝑡𝑡1/2 =
1 +�1/2

𝑔𝑔
𝑣𝑣0 

En ese tiempo llevará la velocidad: 

𝑣𝑣�𝑡𝑡1/2� = 𝑣𝑣0 − 𝑔𝑔𝑡𝑡1/2 = 𝑣𝑣0 − 𝑔𝑔
1 ±�1/2

𝑔𝑔
𝑣𝑣0 = 𝑣𝑣0 − 𝑣𝑣0 − �1/2𝑣𝑣0 = −�1/2𝑣𝑣0 

Que sabemos que vale 19.6 m/s: 

−�1/2𝑣𝑣0 = −19.6 → 𝑣𝑣0 = 27.71 𝑚𝑚/𝑐𝑐  

De esta forma podemos responder al resto de apartados: 
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i) 𝑦𝑦𝑚𝑚𝑎𝑎𝑥𝑥 = 𝑣𝑣0
2

2𝑔𝑔
= 39.14 𝑚𝑚 

ii) La velocidad un segundo después de haber sido lanzado: 
𝑣𝑣(1) = 𝑣𝑣0 − 𝑔𝑔 = 27.71− 9.81 = 17.9 𝑚𝑚/𝑐𝑐 

iii) La aceleración siempre es la gravedad: g 

 

Primero descomponemos la velocidad en sus dos componentes: 

�
𝑣𝑣0𝑥𝑥 = 𝑣𝑣0𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝜃𝜃
𝑣𝑣0𝑦𝑦 = 𝑣𝑣0𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠𝜃𝜃

� 

Con la que planteamos las ecuaciones de movimiento: 

⎩
⎪⎪
⎨

⎪⎪
⎧�
𝑥𝑥(𝑡𝑡) = 𝑥𝑥0 + 𝑣𝑣0𝑥𝑥 𝑡𝑡
𝑣𝑣𝑥𝑥(𝑡𝑡) = 𝑣𝑣0𝑥𝑥

�

�𝑦𝑦(𝑡𝑡) = 𝑦𝑦0 + 𝑣𝑣0𝑦𝑦 𝑡𝑡 +
1
2
𝑎𝑎𝑡𝑡2

𝑣𝑣𝑦𝑦(𝑡𝑡) = 𝑣𝑣0𝑦𝑦 + 𝑎𝑎𝑡𝑡
�

�

⎩
⎪⎪
⎨

⎪⎪
⎧�
𝑥𝑥(𝑡𝑡) = 𝑣𝑣0𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝜃𝜃 𝑡𝑡
𝑣𝑣𝑥𝑥(𝑡𝑡) = 𝑣𝑣0𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝜃𝜃

�

�𝑦𝑦(𝑡𝑡) = 𝑣𝑣0𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠𝜃𝜃 𝑡𝑡 −
1
2
𝑔𝑔𝑡𝑡2

𝑣𝑣𝑦𝑦(𝑡𝑡) = 𝑣𝑣0𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠𝜃𝜃 − 𝑔𝑔𝑡𝑡
�

�

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧�
𝑥𝑥(𝑡𝑡) = 34.64 𝑡𝑡
𝑣𝑣𝑥𝑥(𝑡𝑡) = 34.64

�

�𝑦𝑦
(𝑡𝑡) = 20𝑡𝑡 − 4.9𝑡𝑡2

𝑣𝑣𝑦𝑦(𝑡𝑡) = 20 − 9.8𝑡𝑡
�

� 

 

Con estas últimas ecuaciones, respondemos a las preguntas: 

i) Para calcular el tiempo que tarda en caer, buscamos la situación en que el objeto 
vuelve al suelo: 𝑦𝑦(𝑡𝑡𝑐𝑐𝑎𝑎𝑚𝑚𝑟𝑟𝑎𝑎 ) = 0: 

𝑦𝑦(𝑡𝑡𝑐𝑐𝑎𝑎𝑚𝑚𝑟𝑟𝑎𝑎 ) = 20𝑡𝑡𝑐𝑐𝑎𝑎𝑚𝑚𝑟𝑟𝑎𝑎 − 4.9𝑡𝑡𝑐𝑐𝑎𝑎𝑚𝑚𝑟𝑟𝑎𝑎2 = 0 → �
𝑡𝑡𝑐𝑐𝑎𝑎𝑚𝑚𝑟𝑟𝑎𝑎 = 0

𝑡𝑡𝑐𝑐𝑎𝑎𝑚𝑚𝑟𝑟𝑎𝑎 =
20
4.9

= 4.08 𝑐𝑐
� 

ii) Para hallar el alcance del proyectil, usamos el tiempo anterior: 
𝑥𝑥(𝑡𝑡𝑐𝑐𝑎𝑎𝑚𝑚𝑟𝑟𝑎𝑎 ) = 34.64 𝑡𝑡𝑐𝑐𝑎𝑎𝑚𝑚𝑟𝑟𝑎𝑎 = 141.39 𝑚𝑚 

iii) Para determinar el ángulo que forma cuando alcanza el suelo, hallamos las 
velocidades en x e y que lleva al llegar al mismo, con el tiempo anterior: 

�
𝑣𝑣𝑥𝑥(𝑡𝑡𝑐𝑐𝑎𝑎𝑚𝑚𝑟𝑟𝑎𝑎 ) = 34.64
𝑣𝑣𝑦𝑦(𝑡𝑡𝑐𝑐𝑎𝑎𝑚𝑚𝑟𝑟𝑎𝑎 ) = 20 − 9.8 𝑡𝑡𝑐𝑐𝑎𝑎𝑚𝑚𝑟𝑟𝑎𝑎

� → �
𝑣𝑣𝑥𝑥(𝑡𝑡𝑐𝑐𝑎𝑎𝑚𝑚𝑟𝑟𝑎𝑎 ) = 34.64
𝑣𝑣𝑦𝑦(𝑡𝑡𝑐𝑐𝑎𝑎𝑚𝑚𝑟𝑟𝑎𝑎 ) = −20

� 

El ángulo que forma, pues, con la horizontal, será: 

𝑡𝑡𝑔𝑔𝜃𝜃 =
𝑣𝑣𝑦𝑦
𝑣𝑣𝑥𝑥

=
20

34.64
→ 𝜃𝜃 = 30 

Que se entiende como 30 grados por debajo de la horizontal (por eso hemos puesto 
el signo positivo de la velocidad en y). De haber usado el signo negativo, 
obtendríamos 𝜃𝜃 = −30 = 330, que es lo mismo. 
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El esquema muestra la situación en el primer cuadrante (e igual para los demás). Las 
ecuaciones de movimiento son las de un objeto cayendo en la gravedad: 

⎩
⎪⎪
⎨

⎪⎪
⎧�
𝑥𝑥(𝑡𝑡) = 𝑥𝑥0 + 𝑣𝑣0𝑥𝑥 𝑡𝑡
𝑣𝑣𝑥𝑥(𝑡𝑡) = 𝑣𝑣0𝑥𝑥

�

�𝑦𝑦(𝑡𝑡) = 𝑦𝑦0 + 𝑣𝑣0𝑦𝑦 𝑡𝑡 +
1
2
𝑎𝑎𝑡𝑡2

𝑣𝑣𝑦𝑦(𝑡𝑡) = 𝑣𝑣0𝑦𝑦 + 𝑎𝑎𝑡𝑡
�

� →

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧�
𝑥𝑥(𝑡𝑡) = 𝑥𝑥0 + 𝑣𝑣0𝑥𝑥 𝑡𝑡
𝑣𝑣𝑥𝑥(𝑡𝑡) = 𝑣𝑣0𝑥𝑥

�

�
𝑦𝑦(𝑡𝑡) = 𝑦𝑦0 + 𝑣𝑣0𝑦𝑦 𝑡𝑡 − 4.9𝑡𝑡2

𝑣𝑣𝑦𝑦(𝑡𝑡) = 𝑣𝑣0𝑦𝑦 − 9.8𝑡𝑡
�

� 

De las que no conocemos la velocidad inicial ni la posición inicial (suponemos el origen de 
coordenadas en el centro de la circunferencia para las x y en el suelo para las y). 

Sabiendo que la velocidad, en módulo, vale 𝑣𝑣 = 1.5𝑚𝑚/𝑐𝑐, tenemos que: 

a) Si el ángulo es 30 grados (ver el dibujo para ver que el ángulo que forma con la 
horizontal es de 120): 

�𝑥𝑥0 = 1.2𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐30 = 1.04 𝑚𝑚
𝑦𝑦0 = 1.5 + 1.2𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠30 = 2.1 𝑚𝑚

� �
𝑣𝑣0𝑥𝑥 = 1.5𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐120 = −0.75 𝑚𝑚/𝑐𝑐
𝑣𝑣0𝑦𝑦 = 1.5𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠120 = 1.33 𝑚𝑚/𝑐𝑐

� 

Y las ecuaciones quedan: 

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧�
𝑥𝑥(𝑡𝑡) = 1.04 − 0.75𝑡𝑡
𝑣𝑣𝑥𝑥(𝑡𝑡) = −0.75

�

�𝑦𝑦
(𝑡𝑡) = 2.1 + 1.33𝑡𝑡 − 4.9𝑡𝑡2

𝑣𝑣𝑦𝑦(𝑡𝑡) = 1.33 − 9.8𝑡𝑡
�

� 

Para ver dónde cae la piedra, buscamos el tiempo para el que y=0: 
𝑦𝑦(𝑡𝑡𝑐𝑐𝑎𝑎𝑚𝑚𝑟𝑟𝑎𝑎 ) = 2.1 + 1.33𝑡𝑡𝑐𝑐𝑎𝑎𝑚𝑚𝑟𝑟𝑎𝑎 − 4.9𝑡𝑡𝑐𝑐𝑎𝑎𝑚𝑚𝑟𝑟𝑎𝑎2 = 0 

𝑡𝑡𝑐𝑐𝑎𝑎𝑚𝑚𝑟𝑟𝑎𝑎 = �−0.5329 𝑐𝑐
0.8043 𝑐𝑐

� 

Obviamente, el tiempo válido es el segundo. Para él, buscamos la posición: 
𝑥𝑥(𝑡𝑡𝑐𝑐𝑎𝑎𝑚𝑚𝑟𝑟𝑎𝑎 ) = 1.04 − 0.75𝑡𝑡𝑐𝑐𝑎𝑎𝑚𝑚𝑟𝑟𝑎𝑎 = 0.44 𝑚𝑚 
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Es decir, la piedra cae a 0.44 metros delante del centro del círculo. 
 

b) Si el ángulo es 30 grados en el segundo cuadrante: 

�𝑥𝑥0 = −1.2𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐60 = −0.6 𝑚𝑚
𝑦𝑦0 = 1.5 + 1.2𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠60 = 2.54 𝑚𝑚

� �
𝑣𝑣0𝑥𝑥 = −1.5𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐30 = −1.3 𝑚𝑚/𝑐𝑐
𝑣𝑣0𝑦𝑦 = −1.5𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠30 = −0.75 𝑚𝑚/𝑐𝑐

� 

Hacemos lo mismo que antes. Las ecuaciones quedan: 

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧�
𝑥𝑥(𝑡𝑡) = −0.6 − 1.3𝑡𝑡
𝑣𝑣𝑥𝑥(𝑡𝑡) = −1.3

�

�𝑦𝑦
(𝑡𝑡) = 2.54 − 0.75𝑡𝑡 − 4.9𝑡𝑡2

𝑣𝑣𝑦𝑦 (𝑡𝑡) = −0.75− 9.8𝑡𝑡
�

� 

Para ver dónde cae la piedra, buscamos el tiempo para el que y=0: 
𝑦𝑦(𝑡𝑡𝑐𝑐𝑎𝑎𝑚𝑚𝑟𝑟𝑎𝑎 ) = 2.54 − 0.75𝑡𝑡𝑐𝑐𝑎𝑎𝑚𝑚𝑟𝑟𝑎𝑎 − 4.9𝑡𝑡𝑐𝑐𝑎𝑎𝑚𝑚𝑟𝑟𝑎𝑎2 = 0 

𝑡𝑡𝑐𝑐𝑎𝑎𝑚𝑚𝑟𝑟𝑎𝑎 = �−0.8𝑐𝑐
0.65 𝑐𝑐

� 

Obviamente, el tiempo válido es el segundo. Para él, buscamos la posición: 
 

𝑥𝑥(𝑡𝑡𝑐𝑐𝑎𝑎𝑚𝑚𝑟𝑟𝑎𝑎 ) = −0.6− 1.3𝑡𝑡𝑐𝑐𝑎𝑎𝑚𝑚𝑟𝑟𝑎𝑎 = −1.44 𝑚𝑚 
Es decir, la piedra cae 1.44 metros detrás del centro del círculo. 
 

c) Justo antes de ser soltada, la piedra tendrá una aceleración tangencial y una 
aceleración normal. La aceleración normal será la debida a la velocidad: 

𝑎𝑎𝑠𝑠 =
𝑣𝑣2

𝑅𝑅
=

1.52

1.2
= 1.875 𝑚𝑚/𝑐𝑐2 

En la dirección radial. La aceleración tangencial será la debida a la gravedad, 9.8 en 
dirección hacia abajo. Una vez que la piedra es soltada, tendrá sólo la aceleración 
tangencial, de valor 9.8, pero ya no tiene aceleración normal, pues ha dejado de girar. 

 

 

Primeramente, pasamos las cantidades al SI: 

72𝑘𝑘𝑚𝑚/ℎ = 20 𝑚𝑚/𝑐𝑐 

Las ecuaciones de movimiento circular son, sabiendo que parte del reposo (y suponiendo que el 
ángulo inicial es cero): 

�𝜃𝜃(𝑡𝑡) = 𝜃𝜃0 +𝜔𝜔0𝑡𝑡 +
1
2
𝑐𝑐𝑡𝑡2

𝜔𝜔(𝑡𝑡) = 𝜔𝜔0 + 𝑐𝑐𝑡𝑡
� → �𝜃𝜃(𝑡𝑡) =

1
2
𝑐𝑐𝑡𝑡2

𝜔𝜔(𝑡𝑡) = 𝑐𝑐𝑡𝑡
� 

Si a los 50 segundos la velocidad es de 20 m/s, la velocidad angular será: 
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𝜔𝜔50𝑐𝑐 =
𝑣𝑣50𝑐𝑐

𝑅𝑅
→ 𝜔𝜔50𝑐𝑐 =

20
400

=
1

20
 𝑟𝑟𝑎𝑎𝑟𝑟/𝑐𝑐 

Sustituyendo en las ecuaciones: 

𝜔𝜔(50𝑐𝑐) = 50𝑐𝑐 =
1

20
→ 𝑐𝑐 =

1
1000

= 0.001 𝑟𝑟𝑎𝑎𝑟𝑟/𝑐𝑐2 

i) Si la aceleración angular es 0.001, la aceleración tangencial será: 

𝑎𝑎𝑡𝑡 = 𝑐𝑐𝑅𝑅 → 𝑎𝑎𝑡𝑡 = 0.001 × 400 → 𝑎𝑎𝑡𝑡 = 0.4 𝑚𝑚/𝑐𝑐2  

ii) Para hallar la aceleración normal, necesitamos la velocidad y el radio: 

𝑎𝑎𝑠𝑠 =
𝑣𝑣2

𝑅𝑅
=

202

400
= 1 𝑚𝑚/𝑐𝑐2 

La aceleración total, en módulo, será pues: 

𝑎𝑎 = �𝑎𝑎𝑡𝑡2 + 𝑎𝑎𝑠𝑠2 = √1.16 = 1.077 𝑚𝑚/𝑐𝑐2 

iii) El ángulo que recorre en estos 50 segundos será: 

𝜃𝜃(50) =
1
2
𝑐𝑐 × 502 = 1.25 𝑟𝑟𝑎𝑎𝑟𝑟 

Sabiendo el ángulo recorrido, la longitud recorrida será: 

𝐿𝐿 = 𝜃𝜃𝑅𝑅 → 𝐿𝐿50𝑐𝑐 = 1.25 × 400 = 500 𝑚𝑚 

 

 

Supongamos que la longitud de la escalera es 𝐿𝐿. La velocidad del comprador vendrá dada por: 

𝑣𝑣𝑐𝑐 =
𝐿𝐿
𝑡𝑡𝑐𝑐

=
𝐿𝐿

30
 

Mientras que la velocidad de la escalera será: 

𝑣𝑣𝑠𝑠 =
𝐿𝐿
𝑡𝑡𝑠𝑠

=
𝐿𝐿

20
 

Si juntamos ambas cosas, la velocidad total será la suma de la de la escalera y la del 
comprador: 

𝑣𝑣𝑡𝑡 = 𝑣𝑣𝑠𝑠 + 𝑣𝑣𝑐𝑐 =
𝐿𝐿

30
+
𝐿𝐿

20
=

2𝐿𝐿 + 3𝐿𝐿
60

=
5𝐿𝐿
60

=
𝐿𝐿

12
 

Pero el espacio recorrido será el mismo, por lo que: 
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𝑣𝑣𝑡𝑡 =
𝐿𝐿

12
=
𝐿𝐿
𝑡𝑡𝑡𝑡

 

De donde inferimos rápidamente que el tiempo total serán 12 segundos. 

 

En este problema hay que tener en cuenta que la velocidad inicial del paquete no será cero, 
pues el globo está subiendo. La velocidad inicial del paquete será la velocidad del globo en el 
momento de soltarlo. Así pues: 

�𝑦𝑦(𝑡𝑡) = 𝑦𝑦0 + 𝑣𝑣0𝑡𝑡 +
1
2
𝑎𝑎𝑡𝑡2

𝑣𝑣(𝑡𝑡) = 𝑣𝑣0 + 𝑎𝑎𝑡𝑡
� → �𝑦𝑦(𝑡𝑡) = 80 + 12𝑡𝑡 − 4.9𝑡𝑡2

𝑣𝑣(𝑡𝑡) = 12− 10𝑡𝑡
� 

Cuando cae al suelo: 

𝑦𝑦(𝑡𝑡𝑐𝑐𝑎𝑎𝑚𝑚𝑟𝑟𝑎𝑎 ) = 80 + 12𝑡𝑡𝑐𝑐𝑎𝑎𝑚𝑚𝑟𝑟𝑎𝑎 − 4.9𝑡𝑡𝑐𝑐𝑎𝑎𝑚𝑚𝑟𝑟𝑎𝑎2 = 0 → 𝑡𝑡𝑐𝑐𝑎𝑎𝑚𝑚𝑟𝑟𝑎𝑎 = �−2.99 𝑐𝑐
5.45 𝑐𝑐

� 

Obviamente, la solución correcta es la segunda, 5.45 segundos. 

 

 

Antes de empezar el problema, pasamos al sistema internacional: 

�

560 𝑘𝑘𝑚𝑚/ℎ = 155.56 𝑚𝑚/𝑐𝑐
600 𝑘𝑘𝑚𝑚 = 6 × 105 𝑚𝑚
60 𝑘𝑘𝑚𝑚/ℎ = 16.67 𝑚𝑚/𝑐𝑐
90 𝑘𝑘𝑚𝑚/ℎ = 25 𝑚𝑚/𝑐𝑐

� 

Ahora podemos empezar el problema. Suponiendo que el avión vuela a velocidad constante, el 
tiempo que tarda en llegar de A a B a la ida es: 

𝑣𝑣 =
𝑥𝑥
𝑡𝑡
→ 𝑡𝑡 =

𝑥𝑥
𝑣𝑣

 

i) Ahora bien, el avión vuela con una velocidad de 155.56 m/s respecto al aire, pero 
es ayudado por el viento a favor, de 16.67 m/s. Por tanto su velocidad real es de 
172.23 m/s. Con esto: 

𝑡𝑡 =
𝑥𝑥
𝑣𝑣

=
6 × 105

172.23
= 3483.7 𝑐𝑐 = 58 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑠𝑠 
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ii) Para el viaje de retorno, en cambio, el viento hace que su velocidad sea menor. 
Concretamente: 

𝑣𝑣𝑟𝑟𝑠𝑠𝑎𝑎𝑓𝑓 = 𝑣𝑣𝑎𝑎𝑣𝑣𝑚𝑚𝑐𝑐𝑠𝑠 − 𝑣𝑣𝑣𝑣𝑚𝑚𝑠𝑠𝑠𝑠𝑡𝑡𝑐𝑐 = 155.56 − 16.67 = 138.86 𝑚𝑚/𝑐𝑐 

De modo que: 

𝑡𝑡 =
𝑥𝑥
𝑣𝑣

=
6 × 105

138.86
= 4320.9 𝑐𝑐 = 72 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑠𝑠 

iii) El tiempo de ida y vuelta con el viento de 16.67 m/s es de 130 min. Si el viento 
cambia a 25 m/s: 

𝑡𝑡𝑚𝑚𝑟𝑟𝑎𝑎 =
𝑥𝑥
𝑣𝑣𝑚𝑚𝑟𝑟𝑎𝑎

=
6 × 105

155.56 + 25
= 3323.0 𝑐𝑐 = 55.4 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑠𝑠 

𝑡𝑡𝑣𝑣𝑣𝑣𝑠𝑠𝑓𝑓𝑡𝑡𝑎𝑎 =
𝑥𝑥

𝑣𝑣𝑣𝑣𝑣𝑣𝑠𝑠𝑓𝑓𝑡𝑡𝑎𝑎
=

6 × 105

155.56 − 25
= 4595.6 𝑐𝑐 = 76.59 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑠𝑠 

El tiempo total será ahora de 132 segundos. La variación relativa será: 
𝑡𝑡𝑡𝑡𝑐𝑐𝑡𝑡𝑎𝑎𝑓𝑓

(2)

𝑡𝑡𝑡𝑡𝑐𝑐𝑡𝑡𝑎𝑎𝑓𝑓
(1) =

132
130

= 1.015 

Es decir, un 1.5% mayor en el segundo caso que en el primero. 
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3.2. 

 

Dinámica 

i) La velocidad es la derivada de la posición en el tiempo, y la aceleración la 
derivada segunda: 

�⃗�𝑥(𝑡𝑡) = (𝑡𝑡3, 𝑡𝑡 − 2𝑡𝑡2, 𝑡𝑡4/4) 

�⃗�𝑣(𝑡𝑡) = (3𝑡𝑡2, 1− 4𝑡𝑡, 𝑡𝑡3) 

�⃗�𝑎(𝑡𝑡) = (6𝑡𝑡,−4,3𝑡𝑡2) 

ii) El momento lineal es �⃗�𝑝 = 𝑚𝑚�⃗�𝑣. Con una masa de 2kg: 
�⃗�𝑝(𝑡𝑡) = (6𝑡𝑡2, 2− 8𝑡𝑡, 2𝑡𝑡3) 

iii) La fuerza es �⃗�𝐹 = 𝑚𝑚�⃗�𝑎: 
�⃗�𝐹 = (12𝑡𝑡,−8,6𝑡𝑡2) 

 

 

La segunda ley de Newton: 

��⃗�𝐹 = 𝑚𝑚�⃗�𝑎 = 0�⃗  

Por estar el cuadro en equilibrio. Las fuerzas que actúan sobre él son: 

�⃗�𝐹𝑔𝑔 + 𝑇𝑇�⃗1 + 𝑇𝑇�⃗ 2 = 0�⃗  

Descomponemos las fuerzas en componentes: 

�
�⃗�𝐹𝑔𝑔 = 𝐹𝐹𝑔𝑔(−𝑗𝑗)

𝑇𝑇�⃗1 = 𝑇𝑇1𝑥𝑥(𝑚𝑚) + 𝑇𝑇1𝑦𝑦 (𝑗𝑗) = 𝑇𝑇1𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐60(𝑚𝑚) + 𝑇𝑇1𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠60(𝑗𝑗)

𝑇𝑇�⃗1 = 𝑇𝑇1𝑥𝑥(𝑚𝑚) + 𝑇𝑇1𝑦𝑦 (𝑗𝑗) = 𝑇𝑇2𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐30(−𝑚𝑚) + 𝑇𝑇2𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠30(𝑗𝑗)

� 

En la ecuación de Newton, y separado por componentes: 

�
𝑇𝑇1𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐60 − 𝑇𝑇2𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐30 = 0
−𝐹𝐹𝑔𝑔 + 𝑇𝑇1𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠60 + 𝑇𝑇2𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠30 = 0

� 

De donde podemos despejar: 

𝑇𝑇1 =
𝑇𝑇2𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐30
𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐60
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En la segunda ecuación: 

−𝐹𝐹𝑔𝑔 +
𝑇𝑇2𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐30
𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐60

𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠60 + 𝑇𝑇2𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠30 = 0 

−8 + 𝑇𝑇2(𝑡𝑡𝑔𝑔60𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐30 + 𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠30) = 0 → 𝑇𝑇2 =
8

𝑡𝑡𝑔𝑔60 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐30 + 𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠30
 

𝑇𝑇2 = 4 𝑁𝑁  

𝑇𝑇1 = 6.93 𝑁𝑁  

 

La segunda ley de Newton: 

��⃗�𝐹 = 𝑚𝑚�⃗�𝑎 

En este caso estamos sólo en una dimensión. Las fuerzas que actúan son la fuerza de la 
gravedad y el empuje. Recordamos que el empuje viene dado por: 

𝐸𝐸 = 𝜌𝜌𝑓𝑓𝑓𝑓𝑣𝑣𝑚𝑚𝑟𝑟𝑐𝑐 𝑉𝑉𝑐𝑐𝑜𝑜𝑗𝑗𝑠𝑠𝑡𝑡𝑐𝑐 𝑔𝑔 

Antes de soltar lastre, la aceleración es 𝑎𝑎0 hacia abajo: 

𝐸𝐸 − 𝐹𝐹𝑔𝑔 = −𝑀𝑀𝑎𝑎0 

𝐸𝐸 −𝑀𝑀𝑔𝑔 = −𝑀𝑀𝑎𝑎0 

Si soltamos lastre, el volumen del globo no cambia (aproximadamente), por lo que el empuje es 
el mismo. Sin embargo, la fuerza de la gravedad es menor: 

𝐸𝐸 − 𝑀𝑀′ = 𝑀𝑀′𝑎𝑎0 

No tenemos más que resolver este sistema de ecuaciones: 

�
𝐸𝐸 −𝑀𝑀𝑔𝑔 = −𝑀𝑀𝑎𝑎0
𝐸𝐸 −𝑀𝑀′𝑔𝑔 = 𝑀𝑀′𝑎𝑎0

� → �𝑀𝑀 −𝑀𝑀′�𝑔𝑔 = �𝑀𝑀 + 𝑀𝑀′�𝑎𝑎0 

Falta despejar 𝑀𝑀′, la masa que tiene el globo al final: 

𝑀𝑀𝑔𝑔 −𝑀𝑀′𝑔𝑔 = 𝑀𝑀𝑎𝑎0 + 𝑀𝑀′𝑎𝑎0 

𝑀𝑀(𝑔𝑔 − 𝑎𝑎0) = 𝑀𝑀′(𝑎𝑎0 + 𝑔𝑔) 

𝑀𝑀′ =
𝑔𝑔 − 𝑎𝑎0

𝑔𝑔 + 𝑎𝑎0
𝑀𝑀 

Si queremos hallar la masa de lastre que queremos dejar caer (lo que pide el problema): 
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𝛥𝛥𝑚𝑚 = 𝑀𝑀−𝑀𝑀′ = 𝑀𝑀−
𝑔𝑔 − 𝑎𝑎0

𝑔𝑔 + 𝑎𝑎0
𝑀𝑀 =

𝑔𝑔 + 𝑎𝑎0 − 𝑔𝑔 + 𝑎𝑎0

𝑔𝑔 + 𝑎𝑎0
𝑀𝑀 

𝛥𝛥𝑚𝑚 =
2𝑎𝑎0

𝑔𝑔 + 𝑎𝑎0
𝑀𝑀  

 

Si el ascensor se mueve hacia arriba con una aceleración 𝑎𝑎, este ejerce una fuerza 𝑚𝑚𝑎𝑎 hacia 
abajo que se suma a la del peso, de modo que la fuerza normal que hace la báscula para 
contrarrestarlo será: 

𝐹𝐹𝑜𝑜 = 𝑚𝑚𝑔𝑔 +𝑚𝑚𝑎𝑎 

Si en cambio el ascensor desciende, se produce una fuerza hacia arriba, por lo que la fuerza 
aparente que hace el hombre es menor de lo que sería en reposo. La báscula marcará entonces: 

𝐹𝐹𝑜𝑜 = 𝑚𝑚𝑔𝑔 −𝑚𝑚𝑎𝑎 

 

i) Si el objeto se mueve hacia debajo de forma uniforme, significa que no sufre 
aceleración alguna. Si el objeto se mueve hacia abajo, el rozamiento tendrá la 
dirección ascendente del plano. Para mantener una velocidad constante, pues, la 
fuerza que debemos realizar será hacia la dirección ascendente del plano también. 
Por la segunda ley de Newton: 

��⃗�𝐹 = 𝑚𝑚�⃗�𝑎 = 0�⃗  

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧�⃗�𝐹𝑔𝑔 = 𝐹𝐹𝑔𝑔𝑥𝑥 (𝑚𝑚) + 𝐹𝐹𝑔𝑔𝑦𝑦 (−𝑗𝑗) = 𝐹𝐹𝑔𝑔𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠𝜃𝜃𝑚𝑚 − 𝐹𝐹𝑔𝑔𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝜃𝜃𝑗𝑗
𝑁𝑁��⃗ = 𝑁𝑁𝑗𝑗
�⃗�𝐹𝑟𝑟𝑐𝑐𝑟𝑟 = 𝐹𝐹𝑟𝑟𝑐𝑐𝑟𝑟 (−𝑚𝑚)
�⃗�𝐹 = 𝐹𝐹(−𝑚𝑚)

� 

Por componentes: 

�
𝐹𝐹𝑔𝑔𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠𝜃𝜃 − 𝐹𝐹𝑟𝑟𝑐𝑐𝑟𝑟 − 𝐹𝐹 = 0
−𝐹𝐹𝑔𝑔𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝜃𝜃 + 𝑁𝑁 = 0

� 

De la segunda ecuación, tenemos que 𝑁𝑁 = 𝐹𝐹𝑔𝑔𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝜃𝜃 = 𝑚𝑚𝑔𝑔𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝜃𝜃, que con los datos 
del problema: 

𝑁𝑁 = 0.8 × 9.81 × 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐30 = 6.8 𝑁𝑁 
En la primera de las ecuaciones: 

𝑚𝑚𝑔𝑔𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠𝜃𝜃 − 𝜇𝜇𝑁𝑁 − 𝐹𝐹 = 0 
Despejando la fuerza que nos interesa: 

𝐹𝐹 = 𝑚𝑚𝑔𝑔𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠𝜃𝜃 − 𝜇𝜇𝑁𝑁 = 0.8 · 9.81 · 𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠30 − 0.3 × 6.8 
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𝐹𝐹 = 1.884 𝑁𝑁 
Vectorialmente: 

�⃗�𝐹 = 1.884 (−𝑚𝑚)  
ii) Si queremos que el objeto se mueva hacia arriba con velocidad constante, sólo hay 

que cambiar la fuerza de rozamiento de signo (si el objeto sube, el rozamiento será 
en el sentido descendente del plano). En este caso, la fuerza que hay que realizar 
también será hacia arriba. 

�
𝐹𝐹𝑔𝑔𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠𝜃𝜃 + 𝐹𝐹𝑟𝑟𝑐𝑐𝑟𝑟 − 𝐹𝐹 = 0
−𝐹𝐹𝑔𝑔𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝜃𝜃 + 𝑁𝑁 = 0

� 

La normal sigue siendo la misma, y por tanto: 
𝑚𝑚𝑔𝑔𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠𝜃𝜃 + 𝜇𝜇𝑁𝑁 − 𝐹𝐹 = 0 

Despejando la fuerza que nos interesa: 
𝐹𝐹 = 𝑚𝑚𝑔𝑔𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠𝜃𝜃 − 𝜇𝜇𝑁𝑁 = 0.8 · 9.81 · 𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠30 + 0.3 · 6.8 

𝐹𝐹 = 5.964 𝑁𝑁 
Vectorialmente: 

�⃗�𝐹 = 5.964 (−𝑚𝑚)  
iii) Suponemos que el objeto está quieto. El movimiento natural que seguiría el mismo 

sería hacia el sentido ascendente del plano, por lo que el rozamiento estático es 
una fuerza que actúa en el sentido descendente. Si la fuerza que ejercemos es en 
sentido ascendente: 

�
𝐹𝐹𝑔𝑔𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠𝜃𝜃 + 𝐹𝐹𝑟𝑟𝑐𝑐𝑟𝑟 − 𝐹𝐹 = 0
−𝐹𝐹𝑔𝑔𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝜃𝜃 + 𝑁𝑁 = 0

� 

La normal, una vez más, es la misma que anteriormente, por lo que de la primera 
ecuación podemos despejar: 

𝑚𝑚𝑔𝑔𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠𝜃𝜃 + 𝜇𝜇𝑠𝑠𝑁𝑁 − 𝐹𝐹 = 0 → 𝜇𝜇𝑠𝑠 =
𝐹𝐹 − 𝑚𝑚𝑔𝑔𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠𝜃𝜃

𝑁𝑁
 

De donde el coeficiente de rozamiento es, como mínimo: 

𝜇𝜇𝑠𝑠 =
5− 0.8 · 9.81 · 𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠30

6.8
 

𝜇𝜇𝑠𝑠 > 0.16  

 

La suma de todas las fuerzas debe ser igual a cero, para que el cubo no se mueva de dicha 
posición. Así pues: 

�𝐹𝐹 = 𝑚𝑚𝑎𝑎 = 0 

−𝐹𝐹𝑔𝑔 + 𝐹𝐹𝑐𝑐 − 𝐹𝐹𝑐𝑐𝑣𝑣𝑜𝑜𝑐𝑐 = 0 → 𝐹𝐹𝑐𝑐𝑣𝑣𝑜𝑜𝑐𝑐 = 𝐹𝐹𝑐𝑐 − 𝐹𝐹𝑔𝑔 = 𝑚𝑚
𝑣𝑣𝑡𝑡2

𝑅𝑅
− 𝑚𝑚𝑔𝑔 

Para que el agua no se salga del cubo, la fuerza que ejerce el cubo debe ser positiva. En el 
momento en que vaya demasiado despacio, la fuerza que ejerce el cubo sobre el agua irá 
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descendiendo hasta que se anule, momento en que la gravedad es más potente que la fuerza 
centrífuga, y el agua se cae. Así pues: 

𝐹𝐹𝑐𝑐 − 𝐹𝐹𝑔𝑔 > 0 ⇒ 𝑚𝑚
𝑣𝑣𝑡𝑡2

𝑅𝑅
−𝑚𝑚𝑔𝑔 > 0 ⇒ 𝑣𝑣𝑡𝑡 > �𝑅𝑅𝑔𝑔  

 

Las ecuaciones de movimiento vienen dadas por: 

�𝑦𝑦(𝑡𝑡) = 𝑦𝑦0 + 𝑣𝑣0𝑡𝑡 +
1
2
𝑎𝑎𝑡𝑡2

𝑣𝑣(𝑡𝑡) = 𝑣𝑣0 + 𝑎𝑎𝑡𝑡
� ⇒ �𝑦𝑦(𝑡𝑡) = 60𝑡𝑡 +

1
2
𝑎𝑎𝑡𝑡2

𝑣𝑣(𝑡𝑡) = 60 + 𝑎𝑎𝑡𝑡
� 

El problema viene de que ahora 𝑎𝑎 no es −𝑔𝑔, pues hay un rozamiento. La aceleración vendrá 
dada por la ley de Newton: 

�𝐹𝐹 = 𝑚𝑚𝑎𝑎 ⇒ −𝐹𝐹𝑔𝑔 − 𝐹𝐹𝑟𝑟𝑐𝑐𝑟𝑟 = 𝑚𝑚𝑎𝑎 ⇒ 𝑎𝑎 =
−𝑚𝑚𝑔𝑔 − 𝐹𝐹𝑟𝑟𝑐𝑐𝑟𝑟

𝑚𝑚
=
−4 × 9.81 − 3

4
 

𝑎𝑎 = −10.56 𝑚𝑚/𝑐𝑐2 

Sustituyendo en las ecuaciones: 

�𝑦𝑦(𝑡𝑡) = 60𝑡𝑡 − 5.28𝑡𝑡2

𝑣𝑣(𝑡𝑡) = 60 − 10.56𝑡𝑡
� 

La altura máxima se alcanza cuando 𝑣𝑣(𝑡𝑡) = 0, es decir: 

𝑡𝑡𝑚𝑚𝑎𝑎𝑥𝑥 =
60

10.56
⇒ 𝑡𝑡𝑚𝑚𝑎𝑎𝑥𝑥 = 5.682 𝑐𝑐  

 

Sustituyendo en la posición: 

𝑦𝑦(𝑡𝑡𝑚𝑚𝑎𝑎𝑥𝑥 ) = 60𝑡𝑡𝑚𝑚𝑎𝑎𝑥𝑥 − 5.28𝑡𝑡𝑚𝑚𝑎𝑎𝑥𝑥2 ⇒ 𝑦𝑦𝑚𝑚𝑎𝑎𝑥𝑥 = 170.45 𝑚𝑚  

OJO: si pidiese el tiempo que tarda en caer, habría que hacer el problema en dos partes, puesto 
que el rozamiento se añade a la gravedad al subir, pero se resta al bajar. Así pues, deberíamos 
primero calcular el tiempo que tarda en llegar a la altura máxima, y desde ahí volver a 
empezar el problema. Lo hacemos por completitud: 

Una vez hallado el tiempo que tarda en subir y la altura máxima, buscamos la aceleración que 
tiene al bajar: 

�𝐹𝐹 = 𝑚𝑚𝑎𝑎 ⇒ −𝐹𝐹𝑔𝑔 + 𝐹𝐹𝑟𝑟𝑐𝑐𝑟𝑟 = 𝑚𝑚𝑎𝑎 ⇒ 𝑎𝑎 =
−𝑚𝑚𝑔𝑔 + 𝐹𝐹𝑟𝑟𝑐𝑐𝑟𝑟

𝑚𝑚
=
−4 × 9.81 + 3

4
 

𝑎𝑎 = −9.06 𝑚𝑚/𝑐𝑐2 



Víctor Concejero Sanz Cinemática y Dinámica 35 

  

Sustituyendo en las ecuaciones, en las que ahora la altura inicial es la altura máxima de antes, 
y la velocidad inicial es cero (arriba del todo parte del reposo): 

�𝑦𝑦(𝑡𝑡) = 170.45 − 4.53𝑡𝑡2

𝑣𝑣(𝑡𝑡) = −9.06𝑡𝑡
� 

Cuando llega al suelo, la altura es cero: 

𝑦𝑦(𝑡𝑡𝑐𝑐𝑎𝑎𝑚𝑚𝑟𝑟𝑎𝑎 ) = 0 = 170.45 − 4.53𝑡𝑡𝑐𝑐𝑎𝑎𝑚𝑚𝑟𝑟𝑎𝑎2 ⇒ 𝑡𝑡𝑐𝑐𝑎𝑎𝑚𝑚𝑟𝑟𝑎𝑎 = �170.45
4.53

⇒ 𝑡𝑡𝑚𝑚𝑎𝑎𝑥𝑥 = 6.134 𝑐𝑐  

De forma que el tiempo total será: 

𝑡𝑡𝑡𝑡𝑐𝑐𝑡𝑡𝑎𝑎𝑓𝑓 = 𝑡𝑡𝑐𝑐𝑣𝑣𝑜𝑜𝑚𝑚𝑟𝑟𝑎𝑎 + 𝑡𝑡𝑜𝑜𝑎𝑎𝑗𝑗𝑎𝑎𝑟𝑟𝑎𝑎 = 5.682 + 6.134 ⇒ 𝑡𝑡𝑡𝑡𝑐𝑐𝑡𝑡𝑎𝑎𝑓𝑓 = 11.816 𝑐𝑐  

Supongamos por último que hubiésemos hecho el problema sin rozamiento. En este caso las 
ecuaciones de movimiento serían con la g habitual, y para hallar el tiempo que tarda en caer al 
suelo, no habría más que imponer que la altura en ese momento es cero: 

𝑦𝑦(𝑡𝑡𝑐𝑐𝑎𝑎𝑚𝑚𝑟𝑟𝑎𝑎 ) = 60𝑡𝑡𝑐𝑐𝑎𝑎𝑚𝑚𝑟𝑟𝑎𝑎 −
1
2
𝑔𝑔𝑡𝑡𝑐𝑐𝑎𝑎𝑚𝑚𝑟𝑟𝑎𝑎2 = 0 ⇒ 𝑡𝑡𝑐𝑐𝑎𝑎𝑚𝑚𝑟𝑟𝑎𝑎 =

60
4.9

⇒ 𝑡𝑡𝑐𝑐𝑎𝑎𝑚𝑚𝑟𝑟𝑎𝑎 = 3.5 𝑐𝑐  

Puede verse claramente la gran diferencia entre un caso y otro (motivado también por los 
60 𝑚𝑚/𝑐𝑐 = 216 𝑘𝑘𝑚𝑚/ℎ con los que se ha lanzado el objeto inicialmente). 

 

 

Las ecuaciones de movimiento son: 

�𝑥𝑥(𝑡𝑡) = 𝑥𝑥0 + 𝑣𝑣0𝑡𝑡 +
1
2
𝑎𝑎𝑡𝑡2

𝑣𝑣(𝑡𝑡) = 𝑣𝑣0 + 𝑎𝑎𝑡𝑡
� 

Para calcular la aceleración: Ley de Newton: 

�𝐹𝐹 = −𝐹𝐹𝑟𝑟𝑐𝑐𝑟𝑟 = 𝑚𝑚𝑎𝑎 ⇒ 𝑎𝑎 = −
𝐹𝐹𝑟𝑟𝑐𝑐𝑟𝑟
𝑚𝑚

= −
3840
1000

⇒ 𝑎𝑎 = −3.84 𝑚𝑚/𝑐𝑐2 

�𝑥𝑥(𝑡𝑡) = −25 + 𝑣𝑣0𝑡𝑡 − 1.92𝑡𝑡2

𝑣𝑣(𝑡𝑡) = 𝑣𝑣0 − 3.84𝑡𝑡
� 

Para que frene al llegar al obstáculo, se debe cumplir que 𝑥𝑥�𝑡𝑡𝑓𝑓𝑚𝑚𝑠𝑠𝑎𝑎𝑓𝑓 � = 0 y que 𝑣𝑣�𝑡𝑡𝑓𝑓𝑚𝑚𝑠𝑠𝑎𝑎𝑓𝑓 � = 0 
simultáneamente, de modo que: 

�
𝑥𝑥�𝑡𝑡𝑓𝑓𝑚𝑚𝑠𝑠𝑎𝑎𝑓𝑓 � = −25 + 𝑣𝑣0𝑡𝑡𝑓𝑓𝑚𝑚𝑠𝑠𝑎𝑎𝑓𝑓 − 1.92𝑡𝑡𝑓𝑓𝑚𝑚𝑠𝑠𝑎𝑎𝑓𝑓2 = 0
𝑣𝑣�𝑡𝑡𝑓𝑓𝑚𝑚𝑠𝑠𝑎𝑎𝑓𝑓 � = 𝑣𝑣0 − 3.84𝑡𝑡𝑓𝑓𝑚𝑚𝑠𝑠𝑎𝑎𝑓𝑓

� 
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De la segunda de ellas: 

𝑡𝑡𝑓𝑓𝑚𝑚𝑠𝑠𝑎𝑎𝑓𝑓 = 𝑣𝑣0/3.84 

Sustituyendo en la primera: 

−25 + 𝑣𝑣0 �
𝑣𝑣0

3.84
�− 1.92 �

𝑣𝑣0

3.84
�

2
= 0 

Operando: 

−25 + 0.2604𝑣𝑣0
2 − 0.1302𝑣𝑣0

2 = 0 ⇒ 𝑣𝑣0 = � 25
0.2604 − 0.1302

 

Es decir: 

𝑣𝑣0 = 13.856 𝑚𝑚/𝑐𝑐  

 

Para empezar, pasamos la velocidad angular a SI: 

20
𝑟𝑟𝑠𝑠𝑣𝑣
𝑚𝑚𝑚𝑚𝑠𝑠

×
2𝜋𝜋 𝑟𝑟𝑎𝑎𝑟𝑟

1𝑟𝑟𝑠𝑠𝑣𝑣
×

1 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑠𝑠
60 𝑐𝑐

= 2.09 𝑟𝑟𝑎𝑎𝑟𝑟/𝑐𝑐 

Construimos un esquema del cono, con las fuerzas que actúan sobre él, los ángulos, etc. 

i) Si el hilo es de un metro, y el cono es de 45 grados, el radio de giro (trigonometría) 
que seguirá el cuerpo será: 

𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠45 =
𝑅𝑅

1𝑚𝑚
⇒ 𝑅𝑅 = 0.707 𝑚𝑚 

De esta forma, la velocidad lineal será: 
𝑣𝑣 = 𝜔𝜔𝑅𝑅 ⇒ 𝑣𝑣 = 1.478 𝑚𝑚/𝑐𝑐  

ii) La segunda ley de Newton dice: 

��⃗�𝐹 = 𝑚𝑚�⃗�𝑎 = 0�⃗  

Puesto que el objeto no es acelerado en ninguna dirección. Descomponiendo en sus 
componentes: 

�
𝑁𝑁 − 𝐹𝐹𝑔𝑔𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠𝜃𝜃 + 𝐹𝐹𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠𝜃𝜃 = 0
𝑇𝑇 − 𝐹𝐹𝑔𝑔𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝜃𝜃 − 𝐹𝐹𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝜃𝜃 = 0

� 

De donde: 

⎩
⎨

⎧𝑁𝑁 = 𝑚𝑚𝑔𝑔𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠𝜃𝜃 − 𝑚𝑚
𝑣𝑣2

𝑅𝑅
𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠𝜃𝜃

𝑇𝑇 = 𝑚𝑚𝑔𝑔𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝜃𝜃 + 𝑚𝑚
𝑣𝑣2

𝑅𝑅
𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝜃𝜃

� ⇒

⎩
⎨

⎧𝑁𝑁 = 5 × 9.81 × 𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠45 − 5 ×
1.4782

0.707
𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠45

𝑇𝑇 = 5 × 9.81 × 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐45 − 5
1.4782

0.707
𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐45

� 
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�𝑁𝑁 = 23.765 𝑁𝑁
𝑇𝑇 = 45.602 𝑁𝑁

�  

iii) La velocidad máxima (lineal) con que puede girar sin despegarse será para aquella 
para la que la normal sea cero. En ese momento, tomando la primera de las 
ecuaciones del apartado anterior: 

𝑁𝑁 = 𝑚𝑚𝑔𝑔𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠𝜃𝜃 − 𝑚𝑚
𝑣𝑣2

𝑅𝑅
𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠𝜃𝜃 = 0 ⇒ 𝑣𝑣 = �𝑔𝑔𝑅𝑅𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠𝜃𝜃

𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝜃𝜃
= �𝑔𝑔𝑅𝑅𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠45

𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐45
= �𝑔𝑔𝑅𝑅 

𝑣𝑣𝑚𝑚𝑎𝑎𝑥𝑥 = 2.634 𝑚𝑚/𝑐𝑐 
Y la velocidad angular: 

𝜔𝜔 =
𝑣𝑣
𝑅𝑅
⇒ 𝜔𝜔𝑚𝑚𝑎𝑎𝑥𝑥 = 3.725 𝑟𝑟𝑎𝑎𝑟𝑟/𝑐𝑐  

 

Antes de nada, hacemos un esquema de la situación. A partir de ahí, estudiamos el problema 
por separado. Si el coeficiente de rozamiento de la masa 1 es mayor que el de la masa 2, y la 
masa 1 es la más próxima a la horizontal, esto significa que la masa 2 “empuja” a la masa 1, 
que está más abajo. A su vez, se ejerce una fuerza de “resistencia” de la masa 1 sobre la masa 
2 (una especie de normal). Las leyes de Newton para cada una de ellas serán: 

��⃗�𝐹1 = 𝑚𝑚1�⃗�𝑎1 ��⃗�𝐹2 = 𝑚𝑚2�⃗�𝑎2 

�⃗�𝐹𝑔𝑔1
+𝑁𝑁��⃗ 1 + �⃗�𝐹𝑟𝑟𝑐𝑐𝑟𝑟 1 + �⃗�𝐹𝑟𝑟𝑠𝑠𝑐𝑐 1 = 𝑚𝑚1�⃗�𝑎1 �⃗�𝐹𝑔𝑔2

+ 𝑁𝑁��⃗ 2 + �⃗�𝐹𝑟𝑟𝑐𝑐𝑟𝑟 2 + �⃗�𝐹𝑟𝑟𝑠𝑠𝑐𝑐 12 = 𝑚𝑚2�⃗�𝑎2 

Ahora bien, las fuerzas de resistencia son iguales en módulo, si bien la que sufre la masa 1 está 
dirigida en el sentido descendente del plano (es empujada), y la que sufre 2 está dirigida hacia 
arriba (es frenada). Pero además, la aceleración es la misma para las dos (llamémosla 
simplemente a): 

�
𝐹𝐹𝑔𝑔1𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠𝜃𝜃(𝑚𝑚) + 𝐹𝐹𝑔𝑔1𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝜃𝜃(−𝑗𝑗) +𝑁𝑁1(𝑗𝑗) + 𝐹𝐹𝑟𝑟𝑐𝑐𝑟𝑟 1(−𝑚𝑚) + 𝐹𝐹𝑟𝑟𝑠𝑠𝑐𝑐 (𝑚𝑚) = 𝑚𝑚1𝑎𝑎(𝑚𝑚)
𝐹𝐹𝑔𝑔2𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠𝜃𝜃(𝑚𝑚) + 𝐹𝐹𝑔𝑔2𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝜃𝜃(−𝑗𝑗) +𝑁𝑁2(𝑗𝑗) + 𝐹𝐹𝑟𝑟𝑐𝑐𝑟𝑟 2(−𝑚𝑚) + 𝐹𝐹𝑟𝑟𝑠𝑠𝑐𝑐 (−𝑚𝑚) = 𝑚𝑚2𝑎𝑎(𝑚𝑚)

� 

Separando en componentes: 

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧�
𝐹𝐹𝑔𝑔1

𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠𝜃𝜃 − 𝐹𝐹𝑟𝑟𝑐𝑐𝑟𝑟1 + 𝐹𝐹𝑟𝑟𝑠𝑠𝑐𝑐 = 𝑚𝑚1𝑎𝑎
−𝐹𝐹𝑔𝑔1

𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝜃𝜃 + 𝑁𝑁1 = 0
�

�
𝐹𝐹𝑔𝑔2𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠𝜃𝜃 − 𝐹𝐹𝑟𝑟𝑐𝑐𝑟𝑟2 − 𝐹𝐹𝑟𝑟𝑠𝑠𝑐𝑐 = 𝑚𝑚2𝑎𝑎
−𝐹𝐹𝑔𝑔2

𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝜃𝜃 +𝑁𝑁2 = 0
�
� ⇒ �

�𝑚𝑚1𝑔𝑔𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠𝜃𝜃 − 𝜇𝜇1𝑁𝑁1 + 𝐹𝐹𝑟𝑟𝑠𝑠𝑐𝑐 = 𝑚𝑚1𝑎𝑎
−𝑚𝑚1𝑔𝑔𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝜃𝜃 +𝑁𝑁1 = 0

�

�𝑚𝑚2𝑔𝑔𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠𝜃𝜃 − 𝜇𝜇2𝑁𝑁2 − 𝐹𝐹𝑟𝑟𝑠𝑠𝑐𝑐 = 𝑚𝑚2𝑎𝑎
−𝑚𝑚2𝑔𝑔𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝜃𝜃 +𝑁𝑁2 = 0

�
� 

Quitemos primero las normales de las segundas ecuaciones, introduciéndolas en las primeras 
ecuaciones: 
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�
𝑁𝑁1 = 𝑚𝑚1𝑔𝑔𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝜃𝜃
{𝑁𝑁2 = 𝑚𝑚2𝑔𝑔𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝜃𝜃�

� ⇒ �𝑚𝑚1𝑔𝑔𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠𝜃𝜃 − 𝜇𝜇1𝑚𝑚1𝑔𝑔𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝜃𝜃 + 𝐹𝐹𝑟𝑟𝑠𝑠𝑐𝑐 = 𝑚𝑚1𝑎𝑎
𝑚𝑚2𝑔𝑔𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠𝜃𝜃 − 𝜇𝜇2𝑚𝑚2𝑔𝑔𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝜃𝜃 − 𝐹𝐹𝑟𝑟𝑠𝑠𝑐𝑐 = 𝑚𝑚2𝑎𝑎

� 

Lo que tenemos finalmente es un sistema de dos ecuaciones y dos incógnitas (la aceleración 𝑎𝑎 y 
la fuerza de resistencia 𝐹𝐹𝑟𝑟𝑠𝑠𝑐𝑐 ). Multiplicando la primera por 𝑚𝑚2 y la segunda por 𝑚𝑚1 y restando 
eliminamos la aceleración: 

�𝑚𝑚1𝑚𝑚2𝑔𝑔𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠𝜃𝜃 − 𝜇𝜇1𝑚𝑚1𝑚𝑚2𝑔𝑔𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝜃𝜃 + 𝑚𝑚2𝐹𝐹𝑟𝑟𝑠𝑠𝑐𝑐 = 𝑚𝑚1𝑚𝑚2𝑎𝑎
𝑚𝑚1𝑚𝑚2𝑔𝑔𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠𝜃𝜃 − 𝜇𝜇2𝑚𝑚1𝑚𝑚2𝑔𝑔𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝜃𝜃 −𝑚𝑚1𝐹𝐹𝑟𝑟𝑠𝑠𝑐𝑐 = 𝑚𝑚1𝑚𝑚2𝑎𝑎

�

(𝜇𝜇2 − 𝜇𝜇1)𝑚𝑚1𝑚𝑚2𝑔𝑔𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝜃𝜃 + (𝑚𝑚2 + 𝑚𝑚1)𝐹𝐹𝑟𝑟𝑠𝑠𝑐𝑐 = 0
 

Despejando de esta última ecuación obtenemos el resultado buscado: 

𝐹𝐹𝑟𝑟𝑠𝑠𝑐𝑐 =
(𝜇𝜇1 − 𝜇𝜇2)𝑚𝑚1𝑚𝑚2𝑔𝑔𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝜃𝜃

𝑚𝑚2 +𝑚𝑚1
 

Ahora bien, falta por utilizar el dato de que las dos masas son iguales. En ese caso: 

𝐹𝐹𝑟𝑟𝑠𝑠𝑐𝑐 =
(𝜇𝜇1 − 𝜇𝜇2)𝑚𝑚2𝑔𝑔𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝜃𝜃

2𝑚𝑚
 

Que reduciendo, llegamos a la expresión buscada: 

𝐹𝐹𝑟𝑟𝑠𝑠𝑐𝑐 =
(𝜇𝜇1 − 𝜇𝜇2)𝑚𝑚𝑔𝑔𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝜃𝜃

2
 

 

La ley de Newton, aplicada sobre el eje radial, indica que la fuerza de rozamiento y la fuerza 
centrífuga se deben igualar para que el coche no salga de la superficie (en realidad, el 
rozamiento debe ser mayor. El caso límite es cuando sean iguales. A partir de ese momento, el 
coche sale de la pista): 

𝐹𝐹𝑟𝑟𝑐𝑐𝑟𝑟 = 𝐹𝐹𝑐𝑐 ⇒ 𝜇𝜇𝑁𝑁 = 𝑚𝑚
𝑣𝑣2

𝑅𝑅
 

Como está en horizontal (sin peralte), la normal será igual al peso: 

𝑁𝑁 = 𝐹𝐹𝑔𝑔 = 𝑚𝑚𝑔𝑔 

Igualando todo: 

𝜇𝜇𝑚𝑚𝑔𝑔 = 𝑚𝑚
𝑣𝑣2

𝑅𝑅
⇒ 𝑣𝑣𝑚𝑚𝑎𝑎𝑥𝑥 = �𝜇𝜇𝑔𝑔𝑅𝑅  
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4. Apéndice I: Las ecuaciones de movimiento 
 

Hasta ahora hemos trabajado con las ecuaciones de movimiento de una partícula con 
aceleración constante: 

�𝑐𝑐(𝑡𝑡) = 𝑐𝑐0 + 𝑣𝑣0𝑡𝑡 +
1
2
𝑎𝑎𝑡𝑡2

𝑣𝑣(𝑡𝑡) = 𝑣𝑣0 + 𝑎𝑎𝑡𝑡
� 

La pregunta que nos hacemos en este apartado es ¿de dónde salen estas ecuaciones? El 
principio básico desde donde vamos a partir es que la aceleración es constante. Sabiendo esto, 
y que la aceleración es la derivada de la velocidad en el tiempo: 

𝑎𝑎 =
𝑟𝑟𝑣𝑣(𝑡𝑡)
𝑟𝑟𝑡𝑡

 

La pregunta que se nos plantea ahora es ¿qué función, al derivarla, nos da una constante? La 
respuesta es la ecuación de una recta (una ecuación lineal), de la forma: 

𝑣𝑣(𝑡𝑡) = 𝐴𝐴 + 𝐵𝐵𝑡𝑡 [4.1] 

Que al derivarla, se tiene: 

𝑟𝑟𝑣𝑣(𝑡𝑡)
𝑟𝑟𝑡𝑡

= 𝐵𝐵 

Pero eso debe ser la aceleración 𝑎𝑎 , por tanto, ya tenemos que 𝐵𝐵 = 𝑎𝑎 . Por otra parte, 
llamaremos 𝑣𝑣0 a la velocidad de la partícula cuando el tiempo 𝑡𝑡 = 0. En la ecuación [4.1]: 

𝑣𝑣(0) = 𝐴𝐴 

Pero hemos dicho que llamaremos 𝑣𝑣0 a la velocidad en ese momento de tiempo, por lo que 
ya tenemos que 𝐴𝐴 = 𝑣𝑣0 . La ecuación final es, por tanto: 

𝑣𝑣(𝑡𝑡) = 𝑣𝑣0 + 𝑎𝑎𝑡𝑡 [4.2] 

Pasemos ahora a la posición. Sabemos que la velocidad es la derivada de la posición, 𝑐𝑐(𝑡𝑡), 
en el tiempo: 

𝑣𝑣(𝑡𝑡) =
𝑟𝑟𝑐𝑐(𝑡𝑡)
𝑟𝑟𝑡𝑡

 

Por tanto, ¿qué función, al derivarla, hace que obtengamos una expresión 𝑣𝑣(𝑡𝑡) = 𝐴𝐴 + 𝐵𝐵𝑡𝑡?. 
La respuesta es clara: una función cuadrática: 

𝑐𝑐(𝑡𝑡) = 𝐴𝐴 + 𝐵𝐵𝑡𝑡 + 𝐶𝐶𝑡𝑡2 [4.3] 

Ahora bien, al derivarla, tenemos que: 

𝑣𝑣(𝑡𝑡) = 𝐵𝐵 + 2𝐶𝐶𝑡𝑡 

Pero eso debe ser igual a la ecuación [4.2], luego: 
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𝑣𝑣(𝑡𝑡) = 𝐵𝐵 + 2𝐶𝐶𝑡𝑡 = 𝑣𝑣0 + 𝑎𝑎𝑡𝑡 ⇒ �𝐵𝐵 = 𝑣𝑣0
2𝐶𝐶 = 𝑎𝑎

� ⇒ �
𝐵𝐵 = 𝑣𝑣0

𝐶𝐶 =
𝑎𝑎
2
� 

Ya tenemos, pues, que la ecuación de la posición viene dada por: 

𝑐𝑐(𝑡𝑡) = 𝐴𝐴 + 𝑣𝑣0𝑡𝑡 +
1
2
𝑎𝑎𝑡𝑡2 [4.4] 

Ahora, llamemos 𝑐𝑐0 a la posición del objeto cuando 𝑡𝑡 = 0, es decir, 𝑐𝑐(0). En la ecuación 
[4.4] tenemos que: 𝑐𝑐(0) = 𝐴𝐴 = 𝑐𝑐0. Tenemos ya, por tanto, la ecuación completa: 

𝑐𝑐(𝑡𝑡) = 𝑐𝑐0 + 𝑣𝑣0𝑡𝑡 +
1
2
𝑎𝑎𝑡𝑡2 [4.5] 

Obviamente, al derivar esta expresión, se obtiene la de la velocidad. Al derivarla por 
segunda vez, se obtiene 𝑎𝑎(𝑡𝑡) = 𝑎𝑎, como se esperaba. 

 

 

Este razonamiento sirve para problemas más complicados. En la vida real, al dejar caer un 
objeto desde una altura, la aceleración no siempre es constante e igual a −𝑔𝑔 , sino que el 
rozamiento del aire “frena” el objeto. Pero no lo frena siempre igual: cuanta más velocidad 
tenga el objeto, más se frena (cuando está quieto no hay rozamiento). Puede demostrarse 
(aunque no se hará aquí), que la aceleración en caída libre es realmente una expresión del tipo: 

𝑎𝑎(𝑡𝑡) = 𝑐𝑐𝑠𝑠−𝛽𝛽𝑡𝑡  

Donde 𝑐𝑐 y 𝛽𝛽 son parámetros que pueden determinarse. Por ejemplo, cuando el tiempo es 
cero (se suelta el objeto), la velocidad inicial es cero y la aceleración sería la de la gravedad. Por 
tanto, se tiene que 𝑎𝑎(0) = 𝑐𝑐(𝑠𝑠−0) = 𝑐𝑐 = −𝑔𝑔 , de donde 𝑐𝑐 = −𝑔𝑔 . El parámetro 𝛽𝛽  podría 
obtenerse de forma similar. La pregunta que nos hacemos ahora es cuál es la velocidad en este 
caso. Hay que buscar una función que al derivarla nos de esta aceleración. Del mismo modo 
para la posición. Puede demostrarse que las siguientes funciones cumplen los requisitos.  A la 
derecha está la imposición de que 𝑐𝑐(0) = 𝑐𝑐0 y 𝑣𝑣(0) = 𝑣𝑣0, que también puede comprobarse: 

�
𝑐𝑐(𝑡𝑡) =

𝑐𝑐
𝛽𝛽2 𝑠𝑠

−𝛽𝛽𝑡𝑡 + 𝐶𝐶𝑡𝑡 + 𝐷𝐷

𝑣𝑣(𝑡𝑡) = −
𝑐𝑐
𝛽𝛽
𝑠𝑠−𝛽𝛽𝑡𝑡 + 𝐶𝐶

� ⇒

⎩
⎨

⎧𝑐𝑐(𝑡𝑡) = 𝑐𝑐0 + 𝑣𝑣0𝑡𝑡 +
𝑐𝑐
𝛽𝛽
�𝑡𝑡 +

1
𝛽𝛽
𝑠𝑠−𝛽𝛽𝑡𝑡 �

𝑣𝑣(𝑡𝑡) = 𝑣𝑣0 +
𝑐𝑐
𝛽𝛽
�1− 𝑠𝑠−𝛽𝛽𝑡𝑡 �

�  

Estas son las ecuaciones que verdaderamente deberíamos utilizar para los movimientos, por 
ejemplo, de caída libre. Nótese que, con el mismo argumento, en el eje 𝑥𝑥  también habría 
aceleración. No la expuesta anteriormente, sino una parte proporcional correspondiente al 
rozamiento del aire. 

Con las ecuaciones anteriores, ¿sabrías determinar lo que se llama velocidad terminal de 
un objeto? (La velocidad terminal es la velocidad que lleva un objeto cuando ha pasado mucho 
tiempo cayendo, que acaba siendo constante). 


	Cinemática
	UEjercicios resueltos:
	UEjercicios propuestos:

	Dinámica
	UEjercicios propuestos

	Ejercicios varios
	UCinemática
	UDinámica

	Apéndice I: Las ecuaciones de movimiento

